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En gatfull division

Division med noll dr nagot som sallan presenteras i svenska matematiklarobocker, O
varken i mellan- eller hégstadiet, trots att det ar en viktig byggsten i elevernas
matematiska forstdelse. Det skapar ett avstand mellan styrdokumentens
intentioner och det material elever och ldrare moter i klassrummet.

noll? Kanske att det ir oiindligt? Eller svarar du att det inte gir att

berikna for att det ir odefinierat? Oavsett vad du svarar si ir duinte
ensam om det. Vi ir tre lirarstudenter som i en tidigare litteraturstudie En
gatfull siffra; en studie om nollans historia och division med noll, granskat
forskning om hur elever, lirarstudenter och lirare forklarade division med
nolli nimnaren. De fem vanligaste svaren som identifierades var att kvoten
blir fem, noll, oéindlig, inte gdr att beriikna eller ir odefinerad. Majoriteten av
deltagarna i de granskade studierna gav inte det matematiskt korrekta sva-
ret, det vill siga att division med noll i nimnaren ir odefinierad. Av de som
angav det korrekta svaret var det dessutom svart for manga att motivera varfor
detirsd. Det viickte vir nyfikenhet kring vad som kan ligga bakom missfor-
stind kring division med noll i nimnaren. Varfor rider det en sidan osiker-
het kring detta i skolvirlden? Vi sokte svar pa frigan genom att undersoka
nirvaron av division med noll i svenska matematiklirobocker.

Hur skulle du berikna divisionen 5/ 0 = ? Ar svaret fem? Eller ir det

Vad star egentligen om noll i larobocker?

Att rikna med noll ir i manga avseenden sjilvklart. Vi adderar, subtrahe-
rar och multiplicerar med noll utan problem. Division med noll ir dock ett
undantag. Det ir ett gatfullt matematiskt fenomen vars [osning forvirrar och
kan fér manga vara svartatt acceptera. I det centrala innehéllet f6r bade mel-
lan- och hogstadiet star det bland annat att undervisningen ska behandla
de fyra riknesdtten med naturliga tal. Vi ville dirfor undersoka hur detta
presenteras i lirobdcker. Undersokningen genomfordes pA NCM dir vi
granskade 27 svenska matematiklirobocker fér mellan- och hogstadiet. Forst
undersoktes omnoll presenteras som ett naturligt tal och direfter huruvida
division med noll forekommer eller inte.

Av de 27 lirobdckerna var det cirka en tredjedel som presenterade en defi-
nition av naturliga tal, varav alla inkluderade nollan som en av dem. Det var
alltsa tva tredjedelar av lirobdckerna som inte presenterade en definition av
naturliga tal dver huvud taget. Nir det kom till férklaringar av division med
noll var det endast tvé av de 27 bockerna som presenterade exempel med
division som innehdll nolli antingen tiljare eller nimnare.
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Det forstafallet inkluderade noll endast i tiljaren som en del vid berikning
av kort division, se figur 1.
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Figur 1. Exempel pd division med noll i tiljaren.

Det andra fallet férklarade division med noll i nimnaren pi tre olika siitt.
Forstinledsavsnittet med en faktaruta innehéllande pastiendet: det gdr inte
att dividera med noll eftersom kvoten hade blivit odndlig, och att oiindlig-
heten inte ir ett tal. Pistaendet skulle kunna leda till missuppfattningen att
kvoten inte kan bli oiindlig just pa grund av att oindligheten inte ir ett tal,
vilket kan skapa forvintningen att division med nolli nimnaren istillet ska
resulteraiett indligt tal. Direfter ges exemplet 15/0, dir divisionen péstas
vara odefinierad och att svaret ir att det inte gdr att berikna.

Detiir visserligen positivt att liroboken tar upp division med nolli nim-
naren, vilket ingen av de andra lirobdckerna gor. Dessvirre gors det pa ett
motsigelsefullt sitt som forsvirar forstielsen snarare in att klargora den for
bide elever och lirare. Det vicker frigor om vad forfattarna till liroboken
egentligen vill att eleverna ska ta med sig, och framfor allt vilket av de olika
svaren som idr matematiskt korrekt.

Vad blir egentligen division med noll?

Odindligt, odefinerad och inte gér att beriikna ir svar som i liroboken forefal-
ler betyda samma sak. Detta kan bidra till forvirring fér eleverna men ocksa
for liraren som ska forklara saken. Det matematiskt korrekta svaret ir att
kvoten till division med noll i nimnaren ir odefinierad. Att divisionen inte
gdr att berikna och kvoten ir odefinerad tolkas i liroboken som ekvivalenta
pastdenden.

Vir litteraturstudie visar att anvindandet av svaret inte gdr att berikna
ofta grundar sigi regelbaserade forklaringar diir den konceptuella forstielsen
for abstrakta matematiska fenomen ir begriinsad. En regelbaserad forklaring
ir till exempel att man siger att "det bara iir s, min lirare har sagt det” utan
ytterligare motivering. Man accepterar det som ett svar utan att ifrigasitta.
Desomiistillet svarade att divisionen ir odefinierad kunde i storre utstrick-
ning ge en korrekt matematisk férklaring till varfor det ir s, och visade dir-
med pa storre konceptuell forstaelse.

Vi ser en fordel i att introducera eleverna till begreppet odefinierad for
attde ska tasigifran ett vardagligt sprak som till exempel att det inte gdr att
beriikna till ett mer matematiskt sprik.
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Ett didaktiskt tomrum att fylla

Nir division med noll inte behandlasi lirobdcker limnas ett didaktiskt tom-
rum. Lirare behover pd egen hand upptiicka det liroplanen kriver som liro-
bockerna inte uppfyller och pa ett pedagogiskt sitt forklara det for eleverna.
Attidentifierainnehall som lirobdckerna inte behandlar kan vara svart. For
att undervisa om division med noll och fylla detta tomrum presenterar vi
hir tva olika metoder: sambandet mellan division och multiplikation och
grinsvirde som verktyg.

Sambandet mellan division och multiplikation

Den forsta metoden handlar om att elever ska utveckla forstaelse f6r hur
division och multiplikation hinger ihop. Man kan siiga att division ir den
inversa operationen till multiplikation. Sambandet kan visualiseras genom
attanviinda bokstiver eller symboler, som i figur 2.

%zc & c'b=a

20 e BA-C

Figur 2. Division och multiplikation som motsatta (inversa) riknesdtt.

Med dessa exempel kan eleverna visualisera vad som hiinder om nimnaren
ir noll, det vill siga nir b=0eller o =0. Vilket tal multiplicerat med O ger
négot annat dan 0? Det blir tydligt att det inte finns nigot tal som kan mul-
tipliceras med O och ge ett annat resultat in 0. Dirav finns det inte heller
nigot numeriskt svar till divisionen. Kvoten till division med noll i nimna-
ren ir dirmed odefinierad.

Nir det kommer till division dir noll férekommer i tiljaren kan sambandet
mellan division och multiplikation ocksa vara till stor hjilp for att visualisera
berikningen. Eleverna kan se att nir noll enbart stér i tiljaren blir kvoten
ett numeriskt tal likt divisioner dir varken tiljaren eller nimnaren ir noll,
se exempel i figur 3. Man kan dirfor argumentera for att noll i tiljaren inte
behover presenteras som ett specifikt fall i lirobdcker medan noll i nimna-
ren bor presenteras som det unika fall det ir.

=x & x4=0 = x=0

=x&x2=10 = x=5

NS no

Figur 3. Exempel pd division och multiplikation som motsatta riknesditt.

NAMNAREN NR3-2025 49



Endidaktisk utmaning som framkomi vér litteraturstudie var att elever of ta
dvergeneraliserar att division med noll dr odefinierad till att gilla alla divi-
sioner som inkluderar noll. Flera elever trodde allts3 att detta gillde oavsett
omnoll férekom i tiljaren eller i nimnaren. Det belyser vikten av att tydligt
sirskilja nollansroll i olika positioner vid undervisning om division. Genom
attanvinda exempel som de i figur 2 och 3 kan liraren konkretisera skillna-
den mellan nolli tiljaren och nolli nimnaren.

Grinsvdrde som verktyg

For de hogre drskurserna kan man presentera metoden med grinsvirden
som verktyg genom att visa hur kvoten viixer nir nimnaren blir mindre
och mindre och nirmar sig noll. Detta giller fér bide positiva och negativa
tal. Exempelvis:

1/01 =10 1/-01 =-10
1/0,01 =10 1/-0,01 =-100
1/0,001 =1000 1/-0,001 =-1000
... och savidare ...och savidare

Kvoten nirmar sig alltsd tva olika grinsvirden beroende pa vilket hall vi
nirmar oss noll frin, positiv eller negativ riktning. Dessa grinsvirden ger
inget entydigt svar, och division med noll i nimnaren ir dirmed odefini-
erad, se figur 4 och 5.

(0.001, 1000)
L J

(0.01, 100)
(0.1, -10) _ (0.1, 10)
i (-0.01, -100)

Figur 4. En graf som illustrerar hur kvoten
1/x ser ut nér x ndrmar sig noll frin bide
positiv och negativ riktning.

Figur 5. Funktionen f(x)=1/x
men med olika skalor pd axlarna.
Varje skalstreck pd x-axeln mot- {-0.001, -1000)
svarar 0,05 medan varje streck pd \
y-axeln mostvarar 200.
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Denna metod kan dock skapa missforstand hos elever. Det finns en risk att
de far uppfattningen att kvoten vid division med noll blir oindlig. For att
forebygga detta behover liraren tydligt forklara att om ett uttryck tenderar
att gd mot oiindligheten innebir det inte att det ndr ett exakt viirde. Snarare
visar det att det inte finns ndgon griins, att virdet viixer utan att nirmasig ett
specifikt tal. Eftersom oindlighet har en symbol, o, iir det inte férvanande
att elever ibland tolkar detta som ett mer konkret eller fullstindigt svar dn
att ange att kvoten ir odefinierad.

Det gatfulla talet noll

Undersokningen visar att division med nolli bade tiljare och nimnare lyser
starkt med sin frinvaro i liromedel. Detta lederisin tur till att elever inte far
en forstaelse for de viktiga matematiska egenskaper som just talet noll har. Noll
ir centralt for forstaelsen av negativa tal, sirskilt i relation till talens placering
pé tallinjen och i samband med begrepp som symmetri kring nollpunkten.
Utan en tydlig begreppslig grund riskerar elever att f4 en osammanhing-
ande eller felaktig bild om nollans roll i olika matematiska sammanhang,
exempelvis vid olikheter, grinsvirdesresonemang eller analys av funktio-
ners beteende. Detta understryker behovet av att inkludera nollans unika
egenskaper mer integrerat i matematikundervisningen.

Var roll som lérare — mer an att folja laroboken

Lirobdcker ir ett bra hjidlpmedel for lirare. Vi har under var egen skolging
haft lirare vars undervisning grundats pa lirobdcker och 4n idag ser vi
att ldrare planerar utifrin dem. I den undersdkning vi gjorde var fokus att
undersdka om division med noll i tiljaren respektive nimnaren férekom i
lirobdcker for mellan- och hdgstadiet. Att detta omrade i stor utstrickning
var frdnvarande blev for oss en viickarklocka. Vi som framtida lirare beho-
ver vara uppmirksamma pi att identifiera de omraden som inte finns med
i lirobdckerna istillet for att blint lita pi att allt inkluderas i enlighet med
liroplanen. Att den enda lirobok som tog upp division med noll i nimna-
ren hade bristande forklaringar innebir att man som lirare inte heller kan
forlita sig pa allt som star i lirobocker. Lirarens egen matematiska kunskap
maste vara tillrickligt stor for att kunna uppmirksamma och komplettera
brister som lirobdcker har.

Vi ir dvertygade om att bra matematikundervisning handlar om mer in
att ge ett korrekt svar. Det handlar snarare om att skapa nyfikenhet, visa
samband och ge elever méjlighet att tinka och resonera sjilva. Vi anser att
ovan nimnda metoder, for att forklara varfor division med noll i nimnaren ir
odefinierad, ger eleverna mojlighet till djupare konceptuell forstaelse. Med
det sagt, vill vi bli lirare som vigar ta upp svara frigor dven om de inte finns
ilirobocker och vi ser viirdet i att forklara varfor, inte bara hur.
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