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Kontrast mellan uttrycksformer

Anvéandning av olika uttrycksformer dr en central del inom matematik. | denna
artikel beskriver forfattarna hur kontraster mellan uttrycksformer kan bli ett
verktyg for battre matematiklarande.

didaktiska princip. Denna princip kan formuleras som att elever lir

sig bittre om de inte far allt "serverat” for sig. Inneborden i denna
princip ir att elever lir sig bittre om det behdvs viss anstringning. [ situa-
tioner nir elever l6ser uppgifter i matematik kan denna anstringning ska-
pas till exempel genom att en uppgift kriver kreativa resonemang och inte
endast imitativa resonemang. Det handlar om att elever dd maste komma
pienlosningsmetod pa egen hand och inte fi den beskriven, det vill siga att
de inte far l6sningsmetoden serverad.

Eftersom elever har olika férkunskaper kan samma situation upplevas
olika avseende om och hur ndgon anstringning behovs for att hantera situa-
tionen. Att lésa en andragradsekvation kan till exempel vara en rutinuppgift
om eleven redan kan en specifik 16sningsmetod. Men fér en elev som nyss liirt
sig 16sa linjira ekvationer kan andragradsekvationen kriva stor anstringning
ochi praktiken kanske vara omoilig att 16sa. P4 liknande sitt kan addition av
tresiffriga tal vara en rutinuppgift for vissa elever men kriiva stor anstring-
ning fér andra elever.

Principen att elever lir sig bittre om det behovs viss anstringning kan dir-
med behdva specificeras. Det maste vara en rimlig nivd pd den anstringning
som behdvs, vilket kan vara olika for olika elever. Diirfor kan en specificering
av principen vara att det ir produktiv anstringning som ir bra, vilket ocksa
lyfts fram av forskning, diir begreppet productive struggle anviinds pa engel-
ska. Hir presenterar vi hur kontraster mellan olika uttrycksformer i matema-
tik kan vara bra, eller ibland mindre bra, fér utveckling av elevers forstielse
av matematiska begrepp, genom att skapa behov av produktiv anstringning.

Tillsammans med lirare i Ornskoldsvik har viinom ett praktiknira forsk-
ningsprojekt undersokt om och hur ett fokus p4 kontraster mellan uttrycks-
former kan vara bra for elevers lirande och anvindbart i planering och uppfol;-
ning av undervisning. Vi beskriver hir vissa erfarenheter fran det projektet.

D et finns olika typer av forskning som kan sigas stddja samma sorts

Vad avses med kontrast mellan uttrycksformer?

Uttrycksformer kan sigas avse de resurser som anvinds for att kommunicera.
Hir kan bland annat inkluderas ord, bilder, symboler och diagram. Aven till
exempel gester och ansiktsuttryck kan inkluderas, vilket vi dock inte foku-
serar pd i denna artikel.
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Uttrycksformer har en central roll i matematikimnet. Dels beskrivs i liro-
planer for skolan att elever ska kunna anviinda sig av matematikens olika
uttrycksformer. Dels kan matematikimnet sigas ha ett sirskilt fokus pa att
relatera olika uttrycksformer till varandra. Till exempel kan det handla om
att anviinda matematikens symbolsprak inom aritmetik och algebra for att
beskriva konkreta situationer och hiindelser, vilket relaterar till aspekter av
modellering. Det kan ocksd handla om att dversitta mellan olika uttrycks-
former inom matematik, sisom att beskriva funktioner med symboler, gra-
fer eller tabeller.

Nir olika uttrycksformer anviinds kan alltsa fokus ibland vara pa att for-
soka siga samma sak pa olika siitt, eller &tminstone att det som sigs med olika
uttrycksformer hinger ihop och inte ir motsigande. Kontrast kan ocksa
anvindas didaktiskt for att eleverna ska behva anstringa sig for att klargora
det som presenteras och fa syn p4 viktiga aspekter. Detta kan siigas handla
om att skapa kontraster mellan uttrycksformer, vilketiforskning har beskri-
vits som “tension between semiotic modes”.

Kontrast mellan uttrycksformer avser alltsa att det finns ndgon typ av
motsigelse eller att olika delar inte dr direkt sammanhingande. Ett exempel
pi en kontrast mellan uttrycksformer som kan ses som en motsigelse ir att
med ord beskriva addition som dkning och samtidigt med symboler beskriva
exemplet 4 +0=4. Ettannat exempel pa en kontrast mellan uttrycksformer
ir nir det inte ir en motsigelse men dir olika saker kan framtrida genom
olika uttrycksformer, och det inte explicit anges eller ir helt tydligt hur dessa
olika saker hinger samman. Detta kan till exempel vara att i ett avsnitt dir
subtraktion introducerats som minskning visa exemplet som syns i figur 1.

Dir anges en subtraktion med siffror och bilder med 5 objekt,

5-2=3 objekt och 3 objekt. Hiir visar bilden endast talen och inte sub-

%> 00888 (raktionen, men den skulle kunna tolkas som att avse en jimfo-

relse mellan tvd mingder av objekt och inte en minskning av ett

antal objekt inom en mingd. Fler exempel pd kontraster mellan
uttrycksformer finns i nista avsnitt.

Kontraster kan naturligtvis ocksa finnas inom en enda uttrycksform. Men

i denna artikel fokuserar vi pa kontraster mellan uttrycksformer eftersom

samspelet mellan olika uttrycksformer ir si centralt for matematik, dir det

ir viktigt for elevers lirande att fundera pa om och hur olika uttrycksfor-

mer hiinger samman.

Figur 1.

Kontrast mellan uttrycksformer i elevers arbete

I projektet avgrinsade vi oss till subtraktion pi ligstadiet. I en del av projektet
fick eleverna arbeta i par med olika uppgifter som inneholl olika uttrycks-
former, dir vi ville undersoka hur de hanterar eventuella kontraster. Vi ger
hir exempel pa tvd sidana uppgifter.

Subtrahera forst till tiotalet.
Strategin att forst subtrahera till tiotalet Subtrahera sedan resten.

I flera liromedel har vi sett en strategi beskrivas |©©® ©/® ® ® ®
som handlar om att genomféra en subtraktion i tva

steg, nir det gar dver tiotal, vilket illustreras pa olika 12=5
sitt. Vi gav eleverna en sddan beskrivning som visas =[12=2]-3
ifigur 2, himtad fran liromedlet Favorit matematik =[10-3
=7
Figur 2.
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1B, kapitel 24. Dir finns det olika uttrycksformer: beskrivning med ord, illus-
tration med rutor och berikning med siffror. Elevernafick ocksi i uppgift att
genomfora en berikning enligt de instruktioner som synsi figur 3. Direfter
ombads eleverna att gra en egen liknande uppgift.

Dra streck. Subtrahera.
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o 1t=3=] | d 12-3=] ]
Figur 3.

Visdg exempel i elevernas arbete som visar att beskrivningen av denna stra-
tegi inte har fungerat si bra. Genom elevernas l6sningar synliggjordes att
det finns kontraster mellan uttrycksformer som inte har varit produktiva,
enligt f5ljande resonemang,

For detforsta visar illustrationen med rutorna i liroboken inte beriknings-
processen sasom den beskrivs med ord och visas med symboler, se figur 2.
De olika uttrycksformerna ir inte direkt motsigande, men det finns viss
kontrast mellan dem eftersom de inte tydligt beskriver samma sak. Eleven
behover sjilv tolka hur processen framstills i illustrationen, med att forst
stryka 2 prickar p4 undre raden och sedan 3 pa 6vre raden. Hir finns dirmed
en potential for lirande, avseende att forsta hur subtraktionsberikningar
kan beskrivas och illustreras pa olika sitt. En schematisk
illustration av nagra elevers 16sning pa berikningen12-3syns WRR oo oo oo ®
ifigur 4. Den visar att eleverna inte uppmirksammat den @ ®

avsedda berikningsprocessen. Istiillet har de hanterat prick- d. 12-3=[ 9 |
arnasom en oorganiserad miangd dir 3 stycken har tagitsbort
och de har sedan riknat hur manga som finns kvar. Figur 4.

For det andra finns ocksd en annan typ av kontrast mellan illustrationen
och den strategi som beskrivs med ord och symboler i figur 2. Tllustrationen
tydliggor inget behov av strategin att forst subtrahera till tiotalet. Tvirtom
ir den strategin onddigt komplex i relation till illustrationen. Det dr enklare,
och mer rimligt, att direkt stryka alla prickar som ska bort och sedan se hur
manga som ir kvar, vilket eleverna ocksa fokuserade pa i sina beskrivningar.
En schematisk illustration av ndgra elevers skapade uppgifter syns i figur 5.
Dirsynsatt eleverna har fokuserat pa att skapa en mingd prickar och sen ta
bort ett antal prickar frin denna mingd, dir eleverna i det hogra exemplet
fokuserade endast pa den undre raden, som ir 11 prickar lang.

ooeoo0ooonnn eeeoeceeeeeee
T 7 1000000

10-3= 11-5
Figur 5. En schematisk illustration av uppgifter som eleverna skapade.

Denna andra typ av kontrast kan sigas vara mer motsiigande, eftersom ord
och symboler beskriver nigot sominte ir relevant eller limpligt i illustratio-
nen. Kontrasten gor att eleverna helt missar den strategi som var i fokus, och
ledde eleverna bort fran det innehall som skulle liras. Kanske finns det nigon
annan typ av illustration som skulle varit mer passande for denna strategi.
Eller sa kanske illustrationen helt kunde tas bort for att fd eleven att fokusera
pé det som beskrivs med ord och med symboler, vilket kanske i forsta hand
kan kopplas till huvudrikning, for att tydliggora behovet av denna strategi.
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Olika betydelser av subtraktion pd tallinjen

I liromedel beskrivs vanligen tva olika betydelser av subtraktion, dels som
minskning, dels som jimforelse. Fran tidigare studier vet vi att liromedel
primiirt beskriver subtraktion som minskning. Dessutom verkar det vara
ovanligtiliromedel att bida betydelserna beskrivs samtidigt. Men det finns
en potential for lirande i att hantera dessa betydelser samtidigt, for att inse
att det ir olika perspektiv pi samma sak.

Med detta som utgdngspunkt skapade vi en aktivitet for eleverna diir de
tva olika betydelserna av subtraktion beskrevs pa en tallinje. Illustrationer
av subtraktion pa tallinjen inspirerades fran liromedlet Rik matematik 1A,
kapitel 5, men presenterades och kombinerades pa ett lite annorlunda sitt.

!
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Figur 6. Den dvre tallinjen visar subtraktion som minskning
och den nedre visar subtraktion som jaimforelse.

Eleverna fick se det som visasi figur 6 och sedan bad vi dem att illustrera en
ny berikning pi sammasiitt med det som synsi figur 7. Avsikten med denna
aktivitet var att eleverna skulle kunna uppleva en kontrast mellan uttrycks-
former eftersom de kan behéva fundera pd hur en beskrivning med siffror
kan illustreras pa tvé olika sitt pa tallinjen.
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Figur7. 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6-4=

[ elevernas arbete med uppgiften i figur 7 noterade vi dels en onddig kontrast
avseende hur firger anviinds, dels att kontrasten avseende olika betydelser av
subtraktion blev for stor. I exemplet i figur 6 som visades for eleverna finns
en kontrast avseende firger eftersom firgerna inte har samma funktion i
den enkla tallinjen som i den dubbla tallinjen. Eleverna fokuserade ocksa
pa denna kontrast genom att de arbetade med att firgligga tallinjerna. Till
exempel mélade eleverna det vita omridet i den dubbla tallinjen i exemplet,
och de milade ocksa tallinjerna niir de skulle arbeta med 6 —4, vilket visas
exempel paifigur 8 och 9. Eleverna fokuserade pa att ytor skulle fargliggas pa
liknande sitt, utan att se nigon innebord i olika firgliggningar. Denna kon-
trast ir dirmed onddig eftersom den inte fick eleverna att uppmirksamma
betydelsen av subtraktion, vilket var syftet med uppgiften.
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Avseende pilarna pé tallinjerna si tolkade eleverna aldrig pilen pd den dubbla
tallinjen som att avse en annan betydelse av subtraktion jimf{ért med pilarna
pé den enkla tallinjen. Istillet anviinde eleverna konsekvent ett synsitt pa
subtraktion som minskning. Till exempel beskrev elever att pilen pa den
dubbla tallinjen visade starten pé berikningen och de fyllde sedan pi med
fler pilar eller bagar sa att utseendet blev sisom pa den enkla tallinjen. Vid
illustration av 6 —4 i figur 9 ritade eleverna ocksa pilar pi den dubbla tallinjen
som visar subtraktion som minskning. Det blev alltsd aldrig en utmaning for
elevernaatt forhallasig till olika betydelser av subtraktion eftersom de aldrig
upplevde en kontrast. Var tolkning ir dirfor att kontrasten var alltfor stor

Figur9, 9 0 B0 Bal g e & 7 0 g ol

mellan de olika tallinjerna i relation till berikningen med siffror.

For att fi elever att uppleva en kontrast och uppmirksamma de olika bety-
delserna av subtraktion modifierade vi aktiviteten till nya elever. For det
forsta tog vi bort den onddiga kontrasten kring firger. I den modifierade
aktiviteten anvindes firg konsekvent for att illustrera aktuella tal pa tallin-
jerna, enligt figur 10.

1 2 3 4 6 7 8 9 10
)
T 2 3 4 5 6 7 8 9 1o

For det andra skapade vi ett ssmmanhang som syftade till att ge en limplig
nivd pa kontrasten mellan de olika tallinjerna och berikningen med siffror.
Avsikten var att tydliggora for eleverna att det handlar om tvé olika betydel-
ser av subtraktion, s3 att eleverna inte kunde tolka allt som minskning. De
tva betydelserna beskrevs som att tva barn riknar samma sak pa olika sitt.
For att tydliggora olika betydelser av de tal som ingér i subtraktionen visa-
desderassittatt berikna 9 —8 med enkla animeringar av pilar pa tallinjerna.
Animeringarna bestod av att pilarna ovanfor tallinjen skapades ett steg i taget
fran 9till 1for den forsta betydelsen samt att steget mellan 9 och 8 animera-
des forst bakat och sedan framat for den andra betydelsen, dir slutstegen av
de bida animeringarna syns i figur 10. Sedan skulle eleverna berikna 6 — 4
pd samma sitt som de tvd barnen gjort i animeringen.

I elevernas arbete med den modifierade aktiviteten noterade vi att de
dverlag var engagerade med att beskriva och f6rsta skillnaderna mellan de
olika berikningssitten. Den nya versionen fick alltsa eleverna att fokusera pa
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det som var avsikten. Bland eleverna varierade det dock avseende pa vilket
sitteller hur vill de beskrev och anvinde de tva berikningssitten. Generellt
var det subtraktion som jimforelse som orsakade utmaningar for eleverna.

Vissa elever fokuserade pa likheter och skillnader mellan de tva berik-
ningssitten, det vill siga det primira var kontrast mellan de tv illustratio-
nerna pé tallinjen, vilket dven inkluderar relationer till den subtraktion som
anges med symboler. Till exempel beskrev vissa elever att det handlar om att
rikna bakat respektive framét, sisom att borja pa 9 eller 8iberikning av 9 8.

Andraelever beskrev att det handlar om att stega flera ginger respektive
en ging, vilket baseras pa att det i det specifika exemplet ir endast ett steg
mellan 9 och 8 nir subtraktionen beriknas som jimforelse. Andra elever
fokuserade pa hur berikningen med den dubbla tallinjen kan vara en beskriv-
ning av den subtraktion som anges med symboler, vilket alltsd utgjorde den
primira kontrasten for dem. Eleverna kunde anvinda bida berikningssit-
ten, inklusive korrektillustration p4 tallinjen och kunde beskriva skillnader
i hur de genomf{ors. Men vissa elever hade svért att beskriva betydelsen av
subtraktion som jimforelse, dir de ibland anviinde beskrivningar som hand-
lade om minskning.

Som helhet noterar vi att eleverna kan delas in i tre grupper, avseende hur
de upplevde och hanterade kontraster mellan olika delar i beskrivningen av
subtraktion. For det forsta fanns elever for vilka kontrasten fortsatt var for
stor. De beskrev likheter och skillnader mellan berikningssiitten pa ett sitt
som inte primirt berdrde betydelsen av subtraktion. Dessa elever kanske forst
skulle behovt jobba mer separat med subtraktion som jimforelse innan de
olika betydelserna relateras till varandra. For det andra fanns elever dir kon-
trasten verkar ha hamnat pa en lagom niva. Dessa elever beskrev till exempel
hur de sdg jimforelse som ett nytt och smart sitt att berikna subtraktion.
For det tredje fanns elever dir kontrasten kanske blev for liten, avseende en
alltfor utforlig beskrivning av hur de tva barnen genomfor subtraktionsbe-
rikningen. For dessa elever hamnade fokus pé att genomfora subtraktionen
pa tva sitt, avseende tva olika procedurer, utan att beskriva olika betydel-
ser av subtraktion.

Principer for kontraster mellan uttrycksformer

Baserat pa analyser av elevernas arbete och virt samarbete med lirarna beskri-
ver vi tre principer kring att fokusera pa kontraster mellan uttrycksformer
och hur dessa principer kan anvindas i undervisning.

1. Att det finns kontrast
Denna princip handlar om att inte endast fokusera pa att beskriva eller
forklara allt sa tydligt som méjligt for elever. Det éir bra for deras lirande
om det finns ndgon kontrast som kriver anstringning att hantera.
Lirare som deltog i projektet reflekterade kring denna princip under
projektets ging. De beskrev hur deras tankesitt och férhallningssitt
indrades i och med arbetet i projektet. Till exempel beskrev lirarna
hur de tidigare frimst fokuserat pa att forklara tydligare for elever
som inte forstitt en specifik sak men att de nu ocksé tinker pa hur
skapandet av en kontrast kan hjilpa elever vidare i att utveckla sitt
kunnande och siitt att tinka.
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2. Att kontrasten dr produktiv
Denna princip betyder att kontrasten ska handla om det aktuella
matematiska innehallet, sd att elever styrs att fokusera sitt tankearbete
och sin anstringning pa detta innehall. Detta innefattar att det inte ska
finnas onddiga kontraster dir elever riskerar att fastna pé irrelevanta
saker. I exemplet med strategin att forst subtrahera till tiotalet fanns
sddan onddig kontrast eftersom illustrationen inte tydliggjorde
behovet av strategin. Det behover alltsd finnas en tit ssmmankoppling
mellan kontrasten och det som eleverna ir tinkta att lira sig. Det
handlar dirmed inte bara om att nigot ska vara svirt och anstringande.
Om elever lyckas éverbrygga kontrasten sa ska de ha lirt sig nagot nytt
om det aktuella matematiska innehallet.

3. Att kontrasten dr pd lagom niva
Aven om en kontrast ir produktiv, det vill siga riktar elevers fokus
till relevant matematiskt innehall, s kan kontrasten vara alltfor stor.
D4 behovs anpassning till enskilda elever eller grupper av elever. I
exemplet med olika betydelser av subtraktion pa tallinjen gjordes
en sddan anpassning genom att skapa fler beskrivningar av ett
sammanhang si att inte ocksé detta blev en del av kontrasten som
eleverna upplevde. I det exemplet syns ocksd den generella utmaningen
i att anpassa undervisningen till elever med olika forkunskaper.

Applicering av principerna

De tre principerna kan vara anviindbara pa olika sitt i arbetet med att pla-
nera, genomfora och f6lja upp sin undervisning. Hir beskrivs tvd anvind-
ningsomraden som exempel pa detta.

1. Egenskaper hos presentationer och uppgifier
Principerna kan anvindas for att granska befintliga presentationer
eller uppgifter. [ detta kan ingj att leta efter kontraster och sen avgora
om de iir produktiva och p lagom niva. Om det exempelvis inte finns
nigon kontrast alls kan ndgon kontrast tillforas, med fokus pa att gora
den produktiv och pa lagom niva. Om det finns kontraster som inte ir
produktiva kan onddiga kontraster tas bort.

2. Elevers arbete
Principerna kan ocksa anviindas for att forsoka forstd och hantera
de utmaningar elever har i en viss situation. Om det exempelvis ir
situationer da elever har svarigheter att ta sig an en kontrast kan denna
kontrast behdva reduceras eller indras pd annat sitt for att rikta elevens
fokus ritt. Detta kan dd hanteras pa samma sitt som beskrivs i punkt 1.
Pa liknande sitt kan specifika kontraster skapas for att hjilpa elever
dverbrygga andra typer av svarigheter istillet for att beritta 1osningar,
vilket enligt principerna bor undvikas. I situationer nir elever inte
upplever ndgon kontrast, men dir de borde gora det, skulle anpassning
behdvas av presentationen eller uppgiften, sisom gjordes i exemplet
med olika betydelser av subtraktion p4 tallinjen.
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Avslutande kommentarer

I den hir artikeln har vi beskrivit principer som kan anviindas vid planering,
genomforande och uppféljning av undervisning. Det finns inga principer som
tickerinall undervisning, men vi ser en viss bredd i méjligheter att anviinda
principerna kring kontrast mellan uttrycksformer, enligt féljande tre delar.

For det forsta dr principerna tillrickligt generella for att vara applicerbara
oavsett imnesinnehall och typer av kunskaper. Samtidigt fokuserar princi-
perna pa koppling till det matematikinnehall som ska behandlas, si att prin-
ciperna inte blir separerade fran lirandemal for eleverna.

For det andra idr principerna anvindbara bide for beskrivningar/forkla-
ringar (av lirare eller lirobok) och for uppgifter/aktiviteter, inklusive sam-
spelet mellan dessa. Till exempel kan en kontrast finnas mellan vad som siigs
i en beskrivning/forklaring i en lirobok och vad som sedan krivs av elever i
efterfoljande uppgifter. Detta finns i exemplet med strategin att forst sub-
trahera till tiotalet.

For det tredje fokuserar principerna pd konkreta egenskaper i beskriv-
ningar/forklaringar eller uppgifter/aktiviteter, avseende uttrycksformer,
vilket kan géra dem mer direkt anviindbara.

Angdende hur anvindbara dessa principer ir s ir det ju alltid littare att
beskriva principer in att omsitta dessa i praktiken. Vir beddmning ir att
det dr enklare att anvinda principer for kontraster mellan uttrycksformer
nir befintliga saker granskas, till exempel avseende om och hur det finns
kontraster mellan olika delar i en lirobok. Det kan vara svarare att anvinda
principerna for att anpassa eller skapa material i undervisningen, speciellt
eftersom det da finns mer friheti hur det kan goras. Dirmed ir principerna
nog mest anvindbara i planering och uppfdljning av lektioner. Det ir ocksd
dir vi har testat att arbeta med ett fokus pa kontraster mellan uttrycksfor-
mer, dir det upplevts som anvindbart av medverkande lirare.

Vivill tacka de elever som deltagit i projektet samt de larare som méjliggjort for oss att fa besoka
eleverna och som medverkat i diskussioner av elevernas arbete. Alla figurer fran laromedel inklu-
deras har med tillstand fran forlaget. Arbetet som beskrivs i denna artikel har bedrivits tack vare
bidrag fran Skolforskningsinstitutet (2020-00073).
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