Klas Lunderup

Matematiska tricks med
digital rot

Ettroligt satt att vacka intresse for matematik r att introducera ett tricks som vid
forsta anblicken verkar som trolleri men som sedan visar sig bygga pad ett logiskt
resonemang utifran talens inneboende struktur. Har ar ett par sadana tricks.

sidiga och kan fascinera bade nyborjare och mer erfarna. Tricksen

bjuder pa en blandning av underhillning och lirande, dir aska-
darna kan njuta av dverraskningseffekterna eller, fér gymnasieelever, anta
utmaningen att forstd matematiken bakom. Tricksen bygger pa enkla prin-
ciper och det enda som kriivs iir att deltagarna kan utféra enkel aritmetik
for hand eller p riiknaren.

P ] atematiska tricks som baseras pa digital rot ir férvinansvirt mang-

Vad ar digital rot?

Den digitala roten av ett tal erhilles genom sifferreduktion, det vill siga sif-
fersumman, iterativt beriknad tills endast en siffra dterstar. Till exempel
har talet 258 den digitala roten 6, vilket beriknas, 2 + 5+ 8 =15 och direfter
1+5=6.

Den digitala roten kan dven beskrivas som resten vid division med 9, alltsa
det ensiffriga tal som ger kongruens modulo 9. Talet 258 har den digitala
roten 6 och heltalsdivisionen 258/9 ger ocksé resten 6. Om division med 9
ger resten O ir dock den digitala roten 9.

Presentation av tva roliga tricks

Jag ska borja med att presentera tva tricks med digital rot som kan lyfta en
matematiklektion och skapa intresse och engagemang hos eleverna. Utmana
eleverna med fragor om varfor det fungerar. Kan de forklara varfor det fung-
erar? Kan de bevisa att det alltid fungerar?

Grundprincipen ir att skapa ett tal som ir delbart med nio. Ett tal ir
delbart med nio om och endast om dess digitala rot ir nio. Denna egenskap
kan anviindas pa olika sitt for att skapa 6verraskande och till synes magiska
tricks. Idén dr att borja med ett heltal med minst tre siffror och genom olika
rikneoperationer skapa ett nytt tal som ir delbart med nio. Trickset fungerar
dven med tvasiffriga tal, men fler siffror gér det mer spinnande. Tva meto-
der for att uppna detta ir:

1. subtraherasiffersumman
2. subtrahera en permutation av siffrorna.

Bida dessa metoder ger alltid ett tal delbart med nio. P4 niista sida beskrivs
tva exempel pa tricks och utifrin dessa kan fler varianter sittas ihop.
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Exempel I: Addera ett ensiffrigt tal >0
Deltagarna gor foljande:

+ skriver ner ett godtyckligt heltal med minst tre siffror, till exempel 572
4+ beriknar siffersumman, 5+7+2=14

4 subtraherar siffersumman, 572 — 14 =558

+ viljer ett ensiffrigt tal >0, till exempel 4, som adderas, 558 + 4 =562

4 presenterar talet for dig.

Duberiknar 5+6+2=13,1+3=4 och berittar att talet 4 adderades.

Exempel 2: Ligg till en siffra (1-9)
Deltagarna gor foljande:

4 Skriver ner varsitt godtyckligt heltal med minst tre siffror, dir den
forsta och sista siffran inte far vara lika, till exempel 4221.

+ Skriver ner ett nytt tal som erhélls genom att lata férsta och sista siffran
byta plats, 1224.

+ Beriknar differensen mellan det storre och det mindre talet,
4221-1224=2997.

4+ Utokar talet med enssiffra (= 0). Den kan liggas till i borjan av talet, mitt
italet eller i slutet av talet. Om talet utdkas med siffran 3 kan det nya
talet bli till exempel 29397 eller 29973.

4+ Presenterar talet for dig.

Du beriknar 2+9+3+9+7=30,3+0=3 och berittar att talet utokades
med siffran 3.

Varianter

Det forsta steget i Exempel 2 kan varieras pa flera siitt. Tva valfria olika siff-
ror i talet kan byta plats, den forsta siffran kan sittas sist, siffrorna kan skri-
vasiomvind ordning och sa vidare. Siffrorna kan faktiskt ordnas pa valfritt
sitt. Alla permutationer fungerar, forutsatt att talet som viljs inte har alla
siffror lika. Det andra steget kan ocks4 varieras. I stillet for att ligga till en
siffrakan ensiffraitalet strykas. Skillnaden blir att differensen mellan 9 och
den digitala roten méste beriknas. Observera att den digitala roten blir 9
béide niir 0 och 9 stryks. Man kan gora inskrinkningen att O inte far strykas.

Bevis
Hur hiinger da allt detta ihop? Jag anviinder talet 322 som exempel.

Heltalsdivisionen % = W =3 %02 +2 ITOI +2 %
k
vilket ger resten 3+ 2 +2 =7 eftersom 19° dir £ > 0 alltid ger resten 1.
g 9 g

Ettsittatt uttryckadettair att siga att talet 322 ir kongruent med 7 modulo
9, vilketskrivs 322 =7 (mod 9). Siffersumman i talet 322 iir precis3+2+2=7.
Ett heltal, vilket som helst, ir kongruent med sin siffersumma modulo 9. Om
talet dr delbart med 9 ir ocksé siffersumman delbar med 9 och vice versa.
Ett tal ir delbart med 9 om och endast om dess siffersumma ir delbar med
9. Om siffersumman ir delbar med 9 ir ocks3 siffersummans siffersumma
delbar med 9 och sa vidare. Den digitala roten ir 9.
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Visa att om siffersumman av ett tal subtraheras erhills ett tal med den digi-
talaroten 9.

322-(3+2+2)=3-10"-3+2:10'-2+2-10°-2=
~3(10°=1)+2(10'=1) + 2 (10°—1)
Eftersom 10*~1=0 (mod 9) d4 k 2 O ir varje term delbar med 9 och resone-

manget ir klart,

Allmdnt kan detta skrivas pd foljande vis

LitN=a, 10"+ a,,1-10"2+ ...+ ay- 10’ + a;- 100 vara ett godtyckligt heltal.
Lt S(N)=an+dn-1+...+a + a; vara talets siffersumma.

Visa att N—S(N) ir ett tal med den digitalaroten 9dan = 2.
N-S(N)=(an-10"1—a,) + (an1-10" 2= ay 1) + ...+ (a>-10'— a)) + (a,- 10°- ).
Faktorisera varje term.

N=S(N)=a, (10" 1=+ a, 1 (10" 2=1) +...+ (ay (10" = 1) + 4, (10°-1).
Eftersom 10°*~1=0 (mod 9) di k 2 O iir varje term delbar med 9.
N-S(N)=0(mod9).

Differensen iir delbar med 9 och den digitala roten av differensen ir 9.
Beviset dr klart.

Pa motsvarande sitt kan det visas att differensen mellan ett tal och en god-
tycklig permutation av dess siffror alltid har den digitala roten 9.

LitN=a, 10"+ a,, 1-10"2+ ...+ a-10'+ a;- 100 vara ett godtyckligt heltal.

Lat P(N)=by 10" 4-b, 1-10" 2+ .. 4+ by- 1014 by - 100 varaett tal dir siffrorna
utgdr en godtycklig permutation av siffrorna i talet N.

Visa att N—P(N) ir ett tal med den digitala roten 9 dd n > 2.
10k~1=0(mod 9)dak 2 0.

N=ap+an1+...+a+a;(mod9).

P(N)=bp+bp_1+...+br+ by (mod 9).

Eftersom P(N) endast ir en omkastning av siffrornai N giller likheten
an+an1+...+a+a; = by+bp1+...+by+by.
N—P(N)=(an+dan1+...+ay+ay)—(bn+bu1+...+by+b)=0(mod 9).
Differensen iir delbar med 9 och den digitala roten av differensen ir 9.

Beviset dr klart.

Genom sma justeringar kan tricksen anpassas till olika nivaer och publik,
vilket gor dem lika anviindbara i klassrummet som pa en fest. Kanske blir
nista variant ndgot som du sjilv sitter ihop?
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