Lasse Berglund

Grattis pa fodelsedagarnal

Fodelsedagsproblemet ar en klassiker fran 1930-talet som fortfarande kan
forvana och engagera elever. Idag star ocksa datatekniska maojligheter till buds
for elever — och andra — som vill utforska problemet.

felaktigt — anses vara en paradox. Det ir det si kallade fodelsedagspro-

blemet som vi ska ta oss an, vilket sikert ir bekant for manga lisare.
For den som inte kiinner till fodelsedagsproblemet si handlar det om san-
nolikheten att minst tvd personer kommer att dela samma fodelsedag i en
uppsittning av n slumpmiissigt utvalda personer.

‘ 7 iska pafoljande sidor titta lite nirmare pa en fraga som da och da —

Man kan ha otur helt enkelt

Om manien skolklass med 25 elever pastar att sannolikheten ir sd hog som
57 % att ndgra av dem har samma fodelsedag, fir man nog rikna med en del
motreaktioner di pastiendet verkar vara s3 helt uppat viggarna. Liter man
dirfor eleverna i tur och ordning uppge sin fodelsedag tills ndgon ropar
"samma hiir”, har man fatt en bra start pd sin lektion. Problemet med sanno-
likhetslira ir emellertid att dven mindre troliga hindelser kan intriffa, och
kanske ingen ropar "samma hir”. Och skulle man hilsa pa i klassen intill;
det kan bli samma resultat dir. Hur skapar man en situation som bringar
redaidetta?

Ndgra rader modern matematikhistoria

I Skolverkets text Matematik for grundskolan kan man lisa att "undervis-
ningen ska ge eleverna forutsittningar att utveckla kunskaper om historiska
sammanhang dir viktiga begrepp och metoder i matematiken har utvecklats”.

En metod som kanske kan vicka nyfikenhet hos eleverna ir Monte Carlo-
metoden. Den vixte fram under forsta halvan av 1900-talet och tog sen fart
i och med utvecklingen av datorer. Idén bakom metoden ir att simulera
det forlopp man vill studera och dir ett viktigt inslag dr anvindningen av
slumpen. Monte Carlo-metoden har visat sig vara framgingsrik pd ett flertal
skilda omraden: exempelvis inom biologi och for finansmarknadsprognoser.

I enstudie av fodelsedagar behdvs manga observationer. Men dé vi inte har
moijlighet att springa runt pa skolor och ute pé allminna platser i avsikt att
buntaihop folk i limpliga grupper, aterstar bara en sak: att géra simuleringar.
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Tva listor och en knapp

I 6vningarna nedan kommer vi att anta att arets alla dagar ir lika troliga
som fodelsedag, och vi kommer dven att bortse frin skottir. Detta blir den
modell vi ska arbeta med.

Vi viljer Geogebra for de simuleringar vi ska gora. Det ir praktiskt att
forst skapa en glidare n med heltalsvirden fran 1till, sig, 400, och en knapp
for att med den slumpa fram de listor vi ska studera; se appendix for att se
hur knappen skapas.

Vad vi behover ir en lista med heltal framslumpade av Geogebra fran
intervallet 1-365, och diir en parameter n ska ingé {or att med glidaren enkelt
kunna indra gruppstorleken. Trevligt ir ocksi om listan ir sorterad. Figur 1
visar var forsta inskrivning.

AL OO 4N =2 e
"o (slumpal

1 =@ 400

L = Sortera(Talféljd{SlumpElement{Talf5ljd(1, 365)), k, 1, n})

= {36, 54, 88, 92, 108, 112, 129, 162, 170, 242, 285, 322, 329}

Figur 1.

Om eleverna provar att klicka nigra ginger pa Slumpaknappen, ser de att
virdenai lista L hela tiden indras. Med n = 13 som i figur 1 ovan, visar listan
tretton nya datum framslumpade for varje klick. Nigra dubbletter bland
talen synsinte till, vilket innebir att det i denna grupp inte finns nagra per-
soner som ir fodda samma datum.

Enfrekvenslista dr ett limpligt komplement. Vi sorterar dven denna lista,
och viljer samtidigt att vinda pa den, se figur 2.

n=32 5"
1 —g 400 )

L = Sortera(Talf6ljd{SlumpElement{Talfsljd(1, 365)}, k, 1, n})
= {15, 34, 60, 79, 98, 101, 103, 117, 146, 146, 151, 165, 183, 191, 1

F = Omvind(Sortera(Frekvens(L)))

={2211,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,11,1,1111111,

Figur 2.

Figur 2 visar en framslumpad grupp pa 32 personer, och i frekvenslistan F
framgarattidenna grupp finns tva stycken par, diir det ena paret synsirutan:
tva personer ir fodda pa arets 146:e dag.

Insamling och sammanstillning av data

Nuvill eleverna sa klart stilla sin nyfikenhet(1) och se om det verkligen stim-
mer, att chansen ir s hog som 57 % for att nigra av personernaien grupp pa
25, ir fddda samma datum. Om en elev klickar kan ndgon annan med pap-
per och penna siitta kryss var ging en 2:a eller storre siffra visar sigi lista F,
se figur 3.
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Var ruta dr en ny framslumpad grupp. Grupp-
storleken ér 25, och de réda kryssen markerar
ndr det har varit annat én enbart 1:or i lista F.
11/20=0,55

Figur3

Klassens resultat skriver man upp pa tavlan allteftersom. Tabellen nedan
visar hur det kan se ut efter fyra inlimningar.

A _os55  L_pgs L_-03 3Sl_oe

20 25 20 50
Vi noterar att redan dessa resultat framtagna under en lektion, motsvarar

att hillsa pa i 115 klassrum. Nir eleverna sen beriknar det samlade medel-
virdet, ir det inte otinkbart att de gor det pa olika siitt, se nedan.

0,55+0,6 +0,35+0,62 1I+15+7+31 _
4 20+25+20+50

Diskussioner kan uppsta. Varfor blir resultaten olika? Vardagliga resonemang
kanledaframtill att alla har inte gjort lika manga simuleringar. Intresserade
elever kan med algebra bevisa att de tvd metoderna ger samma resultat endast
d4 alla insamlade mitvirden dr komna ur lika stora urval. Hir ir alltsd den
andra metoden den korrekta.

Dettaresultat som faktiskt pekar mot 57 %, kommer sikert inda att framsta
som obegripligt for en del. Vi dterkommer till detta obegripliga. Men simu-
leringarna talar ind3sitt tydliga sprik: eleverna kiinner att de sjilva pa allvar
har studerat frigan. De dger frigan, ungefir pd samma sitt som den forskare
gor nir det ir hennes data man diskuterar. Fler funderingar i klassrummet:

4+ Vad innebir det om lista F ser ut som foljande: {4,3,3,2,1,1...1)?
+ Vad krivs for att f4 en lista som denna?

X = ~053 x=

7

En trevlig utvikning

Ritt snart infinner sig frigan: hur manga ska ingé i gruppen om man vill
vara 100 % siiker pa en dubblett? Synpunkter kan dyka upp och kanske ett
av forslagen dr 365 personer. Men strax inser ndn att "om vi har otur, kan alla
dessa 365 ha blivit utsmetade jimnt dver hela kalendern. Men har vi ytter-
ligare en person, si maste denne klimmas in nanstans i alla fall.” S ir det:
med 366 personer garanterar den sd kallade lddprincipen att d&tminstone ett
datum besiitts av mer in en person. Denna princip pitalar att om man har
nstycken lidor och n + 1stycken féremil, méste minst en 1dda innehélla tva
eller flera foremal. Resonemang och praktiska vningar kring detta kan vara
en trevlig utvikning.
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Mellanstadiet

Plocka fram fyra lddor och fem pennor och lit eleverna undersdka denna
princip: Minst en ldda kommer att innehdlla ta eller flera pennor.

Hogstadiet

Fakta: Det finns fler bjorkar i Sverige
in det finns 16v pa en bjork. Lt loven
vara lddorna i lddprincipen.

Vad kan man utifrdn detta siga om

e P Minst tva bjérkar har
bjorkarnai vart land? | exakt lika ménga lov.

Vad sager teorin om en grupp pa 25 personer?

Som si ofta inom sannolikhetsliran 4r det iven denna ging littare att borja
i den motsatta inden: hur blir kalkylen om vi inte har nigon dubblett alls?
Attden forsta personen ir fodd ett visst datum dr hundra procent sikert,
det vill siga (365/365). Sannolikheten att niista person inte fyller ar samma
dag blir da den betingade sannolikheten (364/365), da 364 stycken datum
finns tillgingliga. S hir forsitter det att minskamed 1. Tar vi med ytterligare
en person (363/365), och multiplicerar dessa sannolikheter, far vi sannolik-
heten for att alla tre personerna har olika fodelsedagar. Da vi sdker komple-
menthdndelsen till detta — att dtminstone nigon dubblett finns — far vi hir

idenna artikel, men ocksa i en Ma5-kurs:
T Forlinger pa limpligt sitt.

P (ndgon dubblett) = 1— 365 364 363 3620 _ 365!

365 365 365 362! 365362
_ _ 33& - 1- nPr(365,3) — 0,008
365°- (365-3)! 365°

dir nPr(365;n) ir Geogebras beteckning for de si kallade permutationerna,
3651/(365 — n)!. Hir har vi nu ett samband som later eleverna jimfora sina
empiriska resultat med ett teoretiskt.

P, (ndgon dubbleti) = 1-nPr(36525)/365" = 0,568 = 57 %.

— Det stimmer tametusan!
— Jamen inda ganska mirkligt.

Paradoxen som forsvann

Den jimforelse som vi hiir har studerat, forvixlas inte sillan med en annan
jaimforelse: alla i gruppen ska jimforas med en sjilv. Men det ir inte en per-
son mot alla de 6vriga, utan jimforelsen giller alla mot alla.

Lat oss kika pa en grupp med 13 personer och stilla frigan om nigon i
gruppen fyller ar samma dag som, sig Kalle. Det blir nu enbart Kalle mot
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var och en av de andra: 1-12. Men som grundfrigan ir stilld, sa ska var och
en av de 13 personerna jimforas med de 6vriga 12. Antalet jaimforelser blir
dirmed: 13-12/2 =78, diir halveringen méste ingd dirfor att om Anna ir
jaimford med Lisa, sd dr Lisa dirmed redan jimford med Anna. Se figur 4,
dir vi har K somi Kalle.

K

13 personer, 13 personer, .
12 stycken jamforelser 78 stycken jamférelser F lgMT 4

Den klassiska fragan

Nu kan eleverna ocks3 ligga in detta explicita samband i Geogebra med n
som variabel. Hir har eleverna nu méjlighet att fa svar pa den klassiska fra-
gan: hur minga personer méste en grupp besta av, for att det ska vara mer
sannolikt att ndgra har samma fodelsedag, in att inga har det?

Ekvationen som ska losas for att fa svar pa fragan ir P, = 0,5. Men denna
ekvation dr utom rickhall for bade elever och lirare. Fast med tillgang till
glidare n som eleverna kan dra i, kan de se hur viirdena hela tiden dndras. I
figur 5synsett virde: 0,507, det vill siiga strax ovanfor 50 %. Detta viirde visas
d&n=23. Svar: 23 personer ricker.

_ nPr(365,n)
365"

= 0.507

+ | Inmatningsfilt ... Figur 5

Det ir detta resultat som da och da — felaktigt — betraktas som en paradox.

Tolfte september! Jal Femte mars
l har ocksa!

Inget exceptionellt hdr, dn mindre ndgot paradoxalt.
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Tvafragoriklassen dir eleverna forst kan simulera fram ett resultat och sedan
jimfora dettamed P :

4 Sedan vér forste statsminister tilltridde &r 1876 har Sverige haft 35
statsministrar och dir tva av dem, Nils Edén och Osten Undén, ir
fodda den 25 augusti bida tva. Ar inte detta ssmmantriffande helt
otroooligt!

4 Man samlar 60 slumpvis valda tondringar i en aula. Visa att detta antal
ricker for att sannolikheten ska dverstiga 50 % for att dér finns personer
med samma AAMMDD.

Det kostar pa att vara hundra

For att vara 100 % siiker pd en dubblett behovs en grupp pa 366 personer.
Att samla ihop s mycket folk kriver en del. Om vi dirfor viljer att skippa
inte mindre an 300 av alla dessa for att minska detta jobb, far vi: P, = 99,8 %.
Kontenta: om vi avstdr frin kravet pa absolut visshet, s sjunker kostnader
och tidsitging avsevirt.

Nigon slags omvind analogi till detta ir si kallade samlarbilder.
Inledningsvis far samlaren bra utdelning; det blir nya fotbollsspelare hela
tiden. Men efterhand kommer med nddvindighet dubbletterna. Utan att
hir gdranagra berikningar, kan vi bara konstatera att har man fattsitt album
fullt s nir som pé en bild, sa kommer dennasista bild att bidra ritt rejilt till
den totala kostnaden. Det ir den sista procenten som kostar.

Klassen igen

Om vi avslutningsvis gar tillbaka till var klass for att dir ta fram ett viirde
som ligger i linje med vad folk vanligen forvintar sig, far vi viilja att gra jim-
forelserna mot endast en av klassens 25 elever: Stina. D4 ir sannolikheten
364/365 for var och en av klassens dvriga elever att de inte fyller &r samma
dag som Stina. Multiplikationsprincipen i samarbete med komplementet ger:
S, (samma fodelsedag som Stina) =1 (364/365)" = 6,4%. Sannolikheten
blev visentligt ligre in virdet 57 % frin tidigare.

Skolan och varlden utanfor

Med simulering som metod har viidenna undersdkning gjort ett forsok att
ansluta skolmatematiken till viirlden utanfor, da det i verklig forskning kan
g till sa hir ibland. Man kan sen gd vidare och lita eleverna ersiitta talet 365
i lista L med andra virden, som direkt éverfor frigan till hindelser som att
fylla &r samma ménad eller ssmma vecka, eller

4+ kanske frigan om sammanamn. Vilka férenklingar av verkligheten
behévs da?

+ ensimulering av en pokerhand kanske, med mod13ien
kompletterande lista

4 nigot helt annat fran tillvaron som eleverna sjilva hittar pa.
Lt eleverna formulera hypoteser utifrin sina framslumpade virden och

direfteranviinda P eller ndgot annat passande samband for att jamfora sina
resultat med vad teorin siger.
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Appendix
For att skapa en knapp:

4+ Viljmenyn dir glidaren finns. Vilj dir Skapa knapp.

4+ Klickai ett ritomrade. En dialogruta dyker upp. I Firklaring
skriver man Slumpa och i GeoGebra script skriver man

UppdateraKonstruktion[ ]. Klicka OK och klicka sen en ging ninstans
utanfor ritomradet. Nu fungerar knappen.

PS: Om detiir s, allanildsare av Niimnaren, att 50 stycken av er har list denna
artikel, sa kan jag nistan ta gift pd att nagra av er fyller &r pi samma dag. DS.

Jonas Hall
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