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Arbeta vidare med BENJAMIN

Matematiskt arbete handlar i stor utstrickning om resonemang. Elever behover f4 resonera
om bide matematikinnehallet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens.
Lit dem ocksa fd argumentera for sina 16sningar och sina val av metoder.

Ett sitt att arbeta vidare kan vara att eleverna i mindre grupper resonerar sig fram till en
gemensam l6sning. Diskutera gruppernas l6sningar i klassen och jamfor idéer och angrepps-
sitt. Lit ocksa eleverna fa bedoma kamraters losningar: Har de tagit hinsyn till alla forut-
sittningar? Ar de tydliga? Ar resonemanget korrekt? Fungerar losningsmetoden pa andra,
liknande problem? Diskutera vilken information i problemet som ir nddvindig och vad som
kan dndras utan att problemet férindras. Manga elever kanske ocksé klarar sig utan de olika
svarsalternativen.

Att analysera och diskutera varandras 1dsningar 4r bra, men det kriver forsts att man arbetar
langsiktigt sd att eleverna vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta
emot kritik. Om de redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det
bli en naturlig och uppskattad form av arbete med problem.

Négra fragor att dterkomma till nir problemet ir [6st:

— Kontrollera att lésningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar?
Hur vet vi det? Piminner problemet om nigot annat problem vi 16st tidigare?

—  Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?
—  Vilka nya fragor kan problemet vicka?

—  Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gir igenom ldsningsstra-
tegier och repeterar eller tar upp teori kring anviinda begrepp. Hir finns manga tillfillen att
utveckla olika matematiska férmagor. I efterarbetet kan det dven vara limpligt att himta in
snarlika problem frén de andra tivlingsnivierna detta r och fran tidigare ars Kingurutiv-
lingar. Alla tidigare tivlingsproblem finns att himta pd Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/
kanguru

Nedan har vi samlat ndgra av problemen frin BENJAMIN 2026. Vi ger forslag pa hur elev-
erna kan arbeta med uppgifterna efter tivlingen och, i vissa fall, tar vi upp specifika svérig-
heter. Vi ger iven exempel pa hur fragestillningarna och férutsittningarna i uppgifterna kan
varieras.
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Geometri -—‘

1 Geometriska kroppar

Problemet handlar om att byta perspektiv och att kunna forestilla sig hur en tredimensio-
nell kropp ser ut fran ett annat hall. Har eleverna svart fér den hir uppgiften kan det vara
bra att ta fram riktiga kroppar och undersdka dem konkret.

En bra fortsittning pa den hir uppgiften ir att sitta namn pa |

kropparna och pa de tvadimensionella figurerna som utgor
basytan. Samtala om vad som definierar kroppen och basytan

och hur olika variationer av samma kropp eller figur kan se ut. 8 Ei
I det hir fallet anvinds:

* En cylinder med cirkel som basyta = en rak cirkulir cylinder.

* Ett prisma med en hexagon som basyta. Definitionen av ett prisma ir att det dr en
cylinder, vars basyta ir en manghorning.

* En kub med en kvadrat som basyta. En kub ir ocksi ett prisma enligt definitionen
ovan och dirmed ocksa en cylinder.

* En kon med cirkulir basyta = en rak cirkulir kon.

Ta fram fler kroppar och samtala om likheter och skillnader. Gor en begreppskarta éver de
olika kropparna och markera hur de hiinger ihop med varandra.

Lastips:

Tredimensionella figurer av Niklas Larsson i Nimnaren 2020:4, sid 55-59.
https://ncm.gu.se/wp-content/uploads/2021/12/5559_20_4.pdf

Begreppskartor, ett verktyg for bittre forstdelse av Andreas Andersson i Namnaren 2002:2, sid
44-47. https://ncm.gu.se/wp-content/uploads/2020/07/4447_02_2.pdf

2 Upprepande monster

Hir handlar problemet om upprepande monster. Sidana gir att variera i det oindliga, bide
konkret, med bilder och med tal. Relatera till stillen i elevernas miljoé dir upprepande
monster forekommer, exempelvis i tapeter. I drets tivling finns ett liknande problem i Ecolier
problem 8. Det ir littare for att en storre del av golvet syns i bilden men samtidigt lite svéra-
re for att monsterrapporten inte ir regelbundet forskjuten.

Hir ir ett forslag pa hur man kan arbeta praktiskt med ett upprepande monster:
Lit varje elev gora en monster-del som kan upprepas.

Lit eleven kopiera sin monsterrapport i flera upplagor och ligga dem pa nigot sitt.
Enklast ir att ligga dem i en lang rad.
Lite svérare ir att ligga dem bredvid varandra med endast en liten regelbunden
forskjutning (exempelvis en kakelplattas forskjutning som i detta problemet).
Annu svarare ir att ligga dem huller om buller, vinda at olika hall eller med storre
forskjutning, det vill siga utnyttja bade rotation och forflyttning.

Lt eleverna byta monster med varandra och titta pa andras monster for att forsoka
identifiera monster-delen (den minsta delen som upprepas).

Nationellt centrum fér matematikutbildning
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12 Parallelogram
Problem 12 handlar om en figur uppbyggd av parallelltrapetser, vilket i sig dr en intressant
form som man kan fordjupa sig lite extra i.

En parallelltrapets definieras s hir: en fyrhorning med minst tvd parallella sidor.
Vad menas med parallella sidor?

Vad innebir det att minst tva sidor ir parallella? Ar det en parallelltrapets om fler in tva
sidor ir parallella? Kan tre sidor vara parallella i en fyrhorning?

Parallellogram, rektangel och kvadrat ir namn pé andra fyrhérningar. Hur ser de ut och
hur manga parallella sidor har de?

Forsok att beskriva sambandet mellan de olika fyrhorningarna.

En kvadrat ir ett specialfall av en rektangel dir alla fyra sidor ir lika langa.

En rektangel ir ett specialfall av ett parallellogram dir alla fyra vinklar ir rita.

Ett parallellogram ir ett specialfall av en parallelltrapets dir sidorna ir parvis parallella.
Den betyder att alla kvadrater ir rektanglar men alla rektanglar ir inte kvadrater.

Och sa vidare. ...

12& 15  Omkrets och sidolangd

I biade Problem 12 och 15 far vi veta en del om lingden av olika sidor och ska anviinda den
informationen for att berikna andra sidor eller omkretsar.

[ facit till problem 12 foreslds att man beriknar summan av de A
fyra parallelltrapetsernas omkrets och subtraherar det fran hela Q B
omkretsen, for att direfter se att strickan AB som efterfragas
har riknats med 8 gdnger far mycket, vilket innebir att skillna- O=36cm
den ir atta ginger den efterfragade strickan. Det finns givetvis

flera olika sitt att resonera foér att komma fram till svaret. Ett alternativ dr som foljer:

O=22cm

Borja med att dividera 56/4 =14 som ir de strickor av varje parallelltrapets som ir del av
vindsnurrans omkrets. Vi ser di att frin varje parallelltrapets har tva av delstrickorna,
béda av samma lingd som AB, inte riknats med. S4 skillnaden mellan hela parallelltrapet-

sens omkrets (22) och den del som ocksé dr del av vindsnurrans omkrets (14) utgor tva
ginger den sokta strickan AB, sd vi har 22 —14=2- AB. Dirav foljer att AB=4.

29 cm

[ problem 15 giller det att lista ut hur vissa strickor kan uttryckas i A B
relation till andra strickor. Problemet kan utgora ett bra tillfille att

infora variabler som ett sitt att beskriva sambanden. H

Fraga eleverna vilka sidor som ir lika linga i figuren och om de kan }15 o
uttrycka hur linga de dr. Man kan se att den vita rektangelns ling- D c

sida méste vara summan av den svarta kvadratens sida plus lite till: Tom
15=7 +a. Dirifran kan man rikna ut a till 8 och iven inse att det ir lingden pa den vita
rektangelns kortsida.

Fortsitt att resonera om de olika sidorna och markera tydligt vilka sidor som ir lika linga.

Liknande problem: Benjamin 2024:16, 2023:15, 2021:13, 2012:1, Cadet 2020:13,
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Tal och tals anvindning A

4 Tarningar

En vanlig tirning har sex sidor numrerade fran 1till 6 och dir summan av talen pa tva mot-
satta sidor alltid dr 7. Undersok en vanlig tirning och se om den ir korrekt konstruerad.
Undersok hur en tiosidig tirning ir konstruerad. Finns det nagon regel dir? Det finns manga
roliga problem med tirningar. Hir ir tva frin Benjamin 2019:6 och Benjamin 2010:14.

P4 en vanlig tirning ir summan av talen pa mot- Tre vanliga tirningar har limmats ihop si som
stiende sidor alltid 7. Vilken bild visar en sidan bilden visar. Vilken ir summan av prickarna pa de
tirning? sidor som limmats ihop?
[ *

- - . - - A2 B:13 fe37} D:15 E:16

P4 ncm.gu.se finns fler aktiviteter och problem som utgér fran tirningar. Manga av dessa finns
samlade i hiftet Tarningar — spel aktiviteter, problem.

5 Tallinjen
Tallinjen ir en viktig matematisk modell 6ver talen och deras inbordes ordning. Den kan
ocksé utvecklas till att vara en tankemodell for att 16sa problem och utféra berikningar.

En viktig aspekt av tallinjen ir att avstindet mellan tva konsekutiva tal (pa varandra f6ljande
tal) alltid ér lika lingt. Vet man avstindet mellan exempelvis O och 1 eller mellan 0,5 och 0,6
eller mellan 10 och 20 si kan man dirifran avgora alla andra tals placering. Arbeta mycket
med tallinjen pé olika sitt. Ett forslag dr att rita eller tejpa upp en ling linje pa golvet och ta
med hela kroppen i uppgiften att placera ut olika tal pa tallinjen. Diskutera vilken skala ni
ska ha och var de olika talen hamnar. Skala om tallinjen och placera om talen si att de ham-
nar ritt i den nya skalan. Listips: Sagt & Gijort: Golvtallinje av Caroline Nagy i Nimnaren
20261, sid 3-6.

Ursprungligen var det hir problemet framtaget som reservproblem for Cadet. Da var det lite
svarare och 16d si hir:
PA tallinjen pa bilden finns sex punkter utmirkta. Punkterna ir jaimnt utspridda med
lika lingt avstind mellan varje punkt. Den forsta punkten finns vid talet 3 och
den sjitte punkten finns vid talet 7. Vilket tal finns vid den tredje punkten?
P P P P P P >
3 ? 7
Vad som gor den hiir uppgiften mycket svarare ir att det dr fem avstind utmirkta mellan
punkterna 3 och 7, Det innebir att avstindet mellan varje punkt ir lite mindre in 1 men
betydligt mer dn 1/2. Exakt hur mycket ir det? Det maste vara 4/5 av enhetsstrickan (den
stricka som har lingden 1) mellan varje punkt eftersom 5 - (4/5) = 4. Tanker man hellre i
decimaltal sd ir det 0,8 mellan varje punkt: 4/5 = 8/10 = 0,8. Att laborera pa detta vis med
omskalning av tallinjen utvecklar férmagan att arbeta med brak och decimaltal.

Andra uppgifter med tallinjen: Ecolier 2026:5, 2022:4, 2021:7, Benjamin 2013:8.
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7 Brak -—‘

Problemet handlar om brak som del av antal och att kunna hantera olika helheter.

[ forsta ledet av problemet bestar helheten av 8 bitar. I andra delen av problemet bestar
helheten av det som ir kvar, vilket ir 6 bitar. Det ir bra att folja upp den hir uppgiften med
att prata igenom losningen i sddana termer. Gor ocksa ett forsok att beskriva losningen med
matematiska symboler:

Helheten ir 8 bitar.

1/4 av 8 kan skrivas som 1/4 - 8 = 2. D4 aterstar 6 bitar.
1/2 av 6 kan skrivassom 1/2 - 6 = 3.

6 — 3 = 3, alltsa aterstar 3 bitar av de ursprungliga 8.

Andra problem som hanterar brdk:
Storlek pa brak: Cadet 2026:5
Del av antal och likviirdiga brak: Cadet 2025:4

Klockan
9 Tidsberakning

Uppgifter som har med tidsberikningar att gora kan vara svara dels fér att man ir osiiker pa
klockan, dels for att klockan dr uppbyggd i bas 60 och 12 och inte i bas 10, och dels for att tid
i sig dr ett svart begrepp.

Anvind en analog klocka nir ni samtalar om uppgiften for att illustrera vad som hinder vid
skiftet mellan hela timmar: fran 13:59 till 14:00.

Hitta sjilv pé fler problem pa samma tema. Nigot hinder regelbundet med ett visst tidsin-
tervall och fragan giller nir en sak en bit in i framtiden intréiffar. Variera tidsintervallet si att
berikningarna blir lagom svira, men se till att passera 12 s att utmaningen att rikna i bas
60 (minuter) eller bas 12 (timmar) blir en del av problemet. Extra utmanande ir att passera
midnatt. Hir dr ett exempel:

Doktorn ordinerade Irma att ta en tablett var 11:e timme. Hon tog sin forsta tablett
klockan 13:00. Vad var klockan nir hon tog sin 23:e tablett?

En riktig utmaning finns i arets tivling i klassen Cadet, problem 18. I den uppgiften finns tva
klockor dir den ena gér for fort och den andra for lingsamt. Problemet kan vara en utgangs-
punkt for att prata om skillnaden mellan tid som passerat, hur tiden upplevs och vad som
visas pa en klocka. I problemet far man ocksa fundera pa vad det innebir att en klocka gar for
fort eller for lingsamt.

For vidare arbete med klockan kan du ha nytta av kopieringsunderlag som finns under
"matematikpapper” pa https://ncm.gu.se/matematikpapper. Dir finns tomma analoga och
digitala urtavlor.
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Systematiskt arbete A
13,14 & 21

Ett gemensamt drag i dessa tre problem ir att de ir litta att Idsa om man gar systematiskt
tillviga. Om man kan hitta nigot sitt att representera varje steg i losningsprocessen blir
problemet dverskadligt och mojligt att l3sa. Prata med eleverna om hur de gick till viga och
hjilps at att representera tankeforloppet pa ett systematiskt sitt.

13 Problem 13 kan kopplas till den genialiska idé som Karl Friedrich Gauss lir ha fatt

nir han var 9 4r gammal da han fick i uppgift att addera alla tal frén O till 100. Han kom pé att
det gick bra att para ihop tal som bildade summan 101, exempelvis 100 + 1,99 + 2, 98 + 3 osv.
Han insdg snabbt att det skulle bli 50 sdidana par och beriknade saledes 50-101=5050. Lis
mer om detta i till exempel Kristin Dahls bok Matte med mening.

Problemet loses enkelt om man inser att det handlar om att ndlen kommer att genomborra
precis hilften av talen och att de kommer att vara jaimnt utspridda. En del elever kommer att
vilja ta det ett steg i taget. Borja da med att rita upp hur det ser ut efter férsta vikningen och
fortsitt samtalet dirifran. [1]2]3]4]5]6]7]8]

[oi[si]vilei][zi|1L]oL] 6]

14 Problem 14 har eleverna troligen angripit pa olika sitt. Lit samtalet fokusera olika
strategier snarare in svaret. Det ir lite for mycket information att halla i huvudet, sd nigon
form av representation behovs. Kanske har nigon bokfort systematiskt? Hir kan fordelen
med en tabell lyftas fram, men dven en tabell kan goras pa olika sitt. I tabell 1 ser man hur
manga varje person tar, men det ir inte helt enkelt att se nir Paul kommer upp till eller dver
25. T tabell 2 har vi adderat Pauls antal successivt och ser dirmed nir vi dr klara.

Charles [ Paul Simon

1 2 3 Charles 1 4 7 10

1 z p Paul 2 |5+2=7 [8+7=15]11+15=26
7 8 9 Simon 3 6 9

10 11

Utmana eleverna att gora en tabell i ett kalkylblad (excel) diir bide antalet som var och en
tar och vars och ens kumulativa summa finns med!

21 Problem 21 handlar om att systematiskt testa olika kombinationer. Hur kan man vara
siker pa att man fatt med alla mojliga kombinationer som uppfyller villkoren att innehélla
fyra udda siffror och att de ska vara antingen i 6kande eller minskande ordning? Vilken sys-
tematik hade olika elever i sitt testande? Nagon kanske invinder att de inte ér ett villkor att
alla ska vara olika, vilket skulle betyda att dven en kombination som 1135 skulle vara moijlig.
Diskutera om talen i en sdidan kombination kan sigas oka fran vinster till hoger.
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Logik A

16  Villkor om applen
[ problem 16 ges tvé helt olika villkor som bida méste anvindas for att 16sa problemet. Det
giller att hitta ett tal som uppfyller bada villkoren. Hur har eleverna gjort? Kanske har
négon gissat och testat sig fram? Vad ir i sa fall en rimlig gissning? Hur vet man det?

[ facit ger vi ett forslag pa hur ett logiskt resonemang i flera steg kan se ut. Titta noga pa
hur resonemang leds framéat med hjilp av sambandsord. Prata om dessa sprakliga termer
och vilken funktion de har for att visa pa logiken i resonemanget. Gor eleverna uppmirk-
sam pa nir och hur dessa ord anviinds.

. . " till exempel
Den forsta ledtraden ger att totala antal elever dr 80/4 = 20. jamfort med

Om det ir 8 firre elever sd ska de dvriga 12 fa ytterligare 6 dpplen var. likhet med
12-6=72. Det innebir att de 8 eleverna har sammanlagt 72 ipplen och
var och en av dem 72/8 =9 dpplen. Eftersom det ir 20 elever finns det for att

20-9=180ippleniladan. eftersom

Sammanstill gemensamt i klassen en lista pa sambandsord som kan vara genom att
anvindbara i matematiska resonemang. Prata ocksi om begreppet villkor. | pa grund av
om...sd

da foljer att
det ger att

innebir att

i motsats till

18  Sant eller falsk
I problem 18 ges ett antal pastienden. Ett villkor dr att varje pastiende innehéller bide
sann och falsk information. Hir behéver man genomfora ett resonemang enligt mallen:

Om X idr sant sd foljer att ...
EftersomY ir falskt innebdr det att ...

Be eleverna komma med forslag pa resonemang i form av pastienden som dem foreslagna i
rutan ovan. Skriv upp forslagen s att alla ser hur sambandsorden om, sd foljer att, eftersom
och innebdr anvinds och resonera er fram till problemets losning.

Matematiken har ett eget symbolsprak och de mest anvinda sambandsorden kan dirfor
skrivas med sirskilda tecken. Matematiker anvinder dem i sin bevisféring for att gora
bevisen s korta och dverskadliga som mojligt. Det kan vara intressant for eleverna att titta
pa dem, dven om de inte ingar i skolmatematiken. Hir dr nigra av de vanliga:

—> implikationspil: "om ... s ...”, "det medfor att ...”, sitts ut nir ett pastiende leder
till ett annat, men inte nodvindigtvis at andra hallet: x=2 = x?=4.

< ekvivalenspil: "om och endast om” (skrivs ibland omm), “samma sak som”, siitts
mellan tvd pastienden som ir sanna samtidigt, dir det ena kan bytas ut mot det
andra: x+5=y+2 < x+3=y

Den hir sortens problem finns i ménga Kingurutivlingar.
Liknande problem hittar du exempelvis i: Benjamin 2023:18; 2021:21; 2020:16; 2018:11
Arets Cadet, problem 23 ir en riktig utmaning pa temat sant och falskt!
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