trovtag

med Lasse Berglund

Stora tal och STORA tal

ite uttjatade ir de kanske, skrénorna om tornet i Hanoi och schack-

I bridet med sina riskorn, men vi tar oss hiir ind4 an dem da de gene-

rerar en del matematik som passar in p4 flera av vira hogstadie- och
gymnasiekurser.

Vi later tornet anropa sig sjalv

Tornet i Hanoi ir vil nirmast en slags leksak, och som bestar av tre stavar
och dirtill ett antal brickor. Dessa brickor, uppstaplade pa en av stavarna,
ska flyttas 6ver till en av de andra stavarna. Ingen storre bricka far liggas pa
enmindre. Frigan ir hur manga flyttningar det blir f6r ett visst antal brickor.

Med endast 1 bricka blir det sa klart bara 1{lyttning och man ser riitt snart
att med 2 brickor krivs 3 flyttningar. Vi provar med 3 brickor.

all LIl LI LAl

Ursprungslige 1:a flyttningen

Al L4 1A

Med 3 brickor blev det 7 flyttningar. Bottenplattan flyttades bara en ging, och
dess flyttning bildar en slags mitt: innan denna flyttning méste ett mindre
torn av tva brickor byggas upp. Sen flyttas bottenplattan. Dirpa byggs det
mindre tornet upp panytt. De 7 flyttningarna kan dirfor skrivas: 7=2-3+1,
dir L:an ir bottenplattan och 3:an det antal flytt som kriivdes da tornet bestod
av enbart 2 brickor. Om vi infér symbolen A for antalet flyttningar, och liter
ett index-nummer fi ange antalet brickor, kan detta samband skrivas:

A=24,+1

Sig att vi har 19 stycken brickor och att vi ingenting vet om antalet flytt-
ningar. Men med det angreppssiitt som vi hir har paborjat, inser vi att pro-
blemetmed 19 brickor kan &verforas till problemet med 18 brickor. Fljande
miste heltenkelt gilla: A j=2A  +1 trotsatt viinte heller vet ndntingom A .
Detta att reducera ett problem till en mindre variant av samma problem, ir
kirnan i den kraftfulla idén om rekursion. Det allmiinna fallet blir:

A =24 +1 A=1
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Vi skriver nu ndgra rader kod i programspraket Python, och vi liter koden
fa formen av just en rekursion, en kod som dirmed blir bide kort och i linje
med vira resonemang,

Tornet i Hanoi rekursivt

n = int(input("Ange antal brickor: "))
def A(n):
ifn==1: # Basfallet
return 1
else:
return 2*A(n-1) +1 # Rekursionen
print A(n)

Ange antal brickor: 19
524 287

En explicit formel skulle vara ett trevligt komplement

Skulle man bara ha en penna till hands, lockar det inte att sisom program-
met behova stega sig fram de 19 stegen for att till slut fa fram 524 287. Sa niir
vinu har vart program, skriver visa klart ut ett antal virden for att frin dem
finna eventuella ménster. Néagra korningar till, och vi far lite rimaterial:

n A

10| 1023 =1024-1=2"_1
11| 2047 =2048 -1 =2"_1
12 | 4095 =4096 -1 =221

-

~
J 1
Maskinens bidrag 1— Mdinniskans bidrag

Ur strukturen som framtriader infinner sigen hypotes: A =2"—1.
Om den hiir formuleringen ir korrekt, har vi nu Tornet i Hanoi pa sluten
form. Hir hade varit platsen f6r ett induktionsbevis.

Utkast till ett bevis

D3 induktion bara férekommer sporadiskt pa gymnasiet, redovisas hir ett
alternativ som explicit genomfor den uttdmningsprocess som det ir frigan
om. Vilatern=>5:

A, = 142A, = 1+2[1+2A)] = 1+42+42°A, = 1+2+271+2A)] =

142+2°+2°A, = 142422+ 21+ 2A] = 142422+ 2°+2%1
och vi ser att vi har att géra med en geometrisk summa med kvoten k = 2
och antal termern =5.

Den vilbekanta summaformeln ger: A, = 1-(2°-1/(2-1) = 2°- 1.
Detta kan den intresserade eleven sedan generalisera till n stycken termer.
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Fler flyttningar an man kanske tror

Enligt myten — skapad av den franske matematikern Lucas i slutet av 1800-
talet men hir med ett litet tilligg av undertecknad — satt en ging tva heliga
miin i ett tempel i Hanoi och framfor sig hade de tre stavar av silver och 64
brickor av guld.

—Viska ejlimna detta tempel f6rriin alla brickorna dr flyttade, lovade de,
och satte iging att flytta runt dag som natt, men fann snart att de behdvde
ta hjilp av den robot som rikade st dir i ett hérn och som klarade av nio-
tusen flytt i sekunden. Hir om éret var de intligen klara. Vid vilken kind
hindelse i historien maste de da ha satt iging?

Har har jobbats pa ordentligt.
9000 brickor har flyttats i sekunden.

Hur blir det om vi stryker restriktionen?

Vi gor nu en forenkling av detta tornbygge genom att slopa kravet p4 att
ingen bricka far liggas p4 en mindre. Hur blir det da? Helt klart méste det
bli firre flyttningar, och matematiken bor ocksé bli enklare. Kanske kan en
sddan lightversion av hanoitornet passa som forovning i vissa klassrums-
situationer. En forsta betraktelse med siig 5 brickor, ger enligt figuren nedan,
att det ricker med 9 flyttningar d3 vi nu far placera brickorna hur vi vill.

all llg |le A

Ursprungsldge 4 flyttningar  + 1 flyttning + 4 flyttningar

Efter en del rekursiva tankar finner sikert nagrasambandet a, = a_ | + 2,
medan andra i snarlika tankebanor finner:a = 2n -1, dven om formulering-
arna troligen kommer att uttryckas mer vardagligt: "Det 6kar med tva for
varje ny bricka”.

Till klassen: Hur hogt skulle ett sidant hir torn bli om antalet flyttningar
ska bli lika minga som munkarna tvingades utféra? Blir det lika hogt som
Eiffeltornet?
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Riskornen — varfor ndja sig med att fordubbla?

En talf6ljd av ett liknande slag idr skrénan om riskornen pa schackbriidet.
Dir fordubblas som bekant antalet riskorn for var ruta, 1,2, 4, 8 ... och for-
muleringen fér a_ir snarlik den f6r tornet. Men om vi nu istillet kvadrerar
antalet allteftersom; hur manga riskorn blir det da pa sista rutan? Ja, en sak
ir siker: den viilldiga mingd korn som ges av férdubblingsprincipen ovan,
kommer vid en jimf{orelse med denna tillviixt att framsti som en halvfylld
kaffekopp ungefir.

a =a., a, =2 Kvadpratisk rekursion

Att utvecklingen blir trivial om man inte dndrar fran 1 till 2 korn pa forsta
rutan i denna variant kan, liksom fragan om den slutna formen a, = f(n),
inbjuda till diskussioner i klassrummet.

Varning for svindel

Tycker man sen i klassen att denna mingd av ris inte heller ricker, kan man
ju byta plats pa symbolerna och friga sig hur det blir om den kvadratiska
rekursionen istillet ir exponentiell.

a =2"" a =2 Exponentiell rekursion

Hir far samma elever mojlighet att bekanta sig med Knuihs pilnotation da
den slutna formen, i formell mening, blir:

a, = 21Tnmed uttalet n:te tetraeringen av 2.

Den lisare som inte stott pa detta skrivsitt, finner snart dess tolkning efter
négra insittningar i rekursionen ovan. (Den amerikanske matematikern
Donald Knuth, f6dd 1938, ir upphovsman till denna pilnotation for stora
tal. Se ocksa nista avsnitt.)

Kanske ir det ind4 bist att lita Python gora jobbet. En ytterst enkel jus-
tering av koden pa forsta sidan ricker. Nigra inledande korningar ger de
beskedliga viirdena 2, 4,16. Men var forsiktig. Antalet riskorn pé fjirde rutan
gir vil ocksd an, men redan p4 den femte rutan exploderar det. Dir har vi
2115 vilket Python faktiskt klarar av med inledande 2003... och med alla
19729 siffrorna utskrivna, fem tita A4-sidor. Hur det sen blir pa den sjitte
rutan, eller innu hellre, den sista dir uppe i viinstra hornet av schackbridet,

a,,, far girna nagon hiagad kollega reda ut.

Hur korkad far man bli: kornen pd ruta
fem kommer ju inte ens att tacka
sjdlva rutan. Det syns ju ldng vidg. ™
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Da associativa lagen inte galler

Riknesitteta’a"a..."a, med n stycken nivéer, kallas for tetraering och beteck-
nas al Tn. Det handlar alltsd om upprepad potensrikning. Med denna ope-
ration har vi ett exempel pa att associativa lagen inte giller dverallt, vilket
kan vara ett trevligt komplement till matrismultiplikationen som man bru-
kar plocka fram for att ge ett exempel pa att kommutativa lagen inte alltid
giiller. Man ska hir rikna uppifran.

o114 = 27 = 2 27 B L g6 _ 5536

Tar man samma trappa nerifran, blir virdet 256 som alltsa ir felaktigt. [ en
allmin betraktelse har vi hir alltsa foljande: (ab)c = a(bc), som pa sitt sitt
belyser hur viktigt det ir att vi ir noggrannai vara definitioner och begrepp
niir till exempel nya rikneregler infors.

Summan av alla rishogar

En naturlig fundering ir sd klart frigan om det totala antalet korn pa schack-
bridet, det vill siga summan av alla rishdgar. Limpligt ir di kanske att borja
med ndgot mindre dramatiskt in det vi precis har bevittnat, dir inga tan-
keexperiment whatsoever finns for att pa ett begripligt sitt skildra den hog
som blev redan pé femte rutan. Att summan formellt kan skrivas

64
Se= E12T Tk hjilper oss inte sarskilt mycket.

Den aritmetiska och den geometriska summan ir naturliga och enkla och
kani klassen erbjuda jimforelser om vilken summa som vinner under vissa
betingelser et cetera. Det finns visserligen fardiga formler f6r dessa summor,
men om vi fortsitter att anligga ett rekursivt perspektiv finns inget behov
av dem. De rader kod man fir skriva blir inte mer omfattande in koden pa
forsta sidan. Nir klassen sen till slut tréttnar pa riskornens framfart éver
bridet, kanske ett intresse fér matematik dnda blir kvar.

Fardigarbetat for munkarna

Den tidpunkt som jag tinker pa vad giller
munkarna, dr dinosariernas utddende, vilket
skedde for 65 miljoner ar sedan.

Goodbye
cruel world.
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