Ali Ludvigsen

Fran forundran och
utforskande till generalisering

Nar vi pd NCM forberedde 2024 ars adventskalender, fragade vi mest péa skoj
Pedram Hatami om han hade en [6sning pa problem 22. Till var férvaning
berdttade han att hans arbetskamrat Ali Ludvigsen hade skrivit en hel artikel
om just det problemet — pa norska, och nu har vi dversatt den.

egenskap som ofta gar obemirkt férbi — forhillandet mellan dess

visare. Nir vi tittar pd klockan for att kontrollera tiden tinker vi sil-
lan pa den matematiska utmaningen att berikna detta férhallande. Jag vill
ta dig med pa en resa fran férundran och utforskande till generalisering,
och ge en inblick i hur elever kan nirma sig och 16sa klockproblem likt det
i adventskalendern:

l : lockan, ett vardagsobjekt som vi tar for givet, har en fascinerande

Klockan 03:00 star minutvisaren och timvisaren vinkelratt mot
varandra.

Efter hur lang tid star visarna dterigen vinkelratt?

Texten ir i grunden inspirerad av en iransk trigonometrikursplan for
gymnasieskolor pi 80- och 90-talen. I en av uppgifterna stod det sd hiir:

Hur stor ar vinkeln mellan klockans visare nar klockan ar 2:30?

Sjilva uppgiften kan tyckas vara ett standard- eller klassiskt problem, men
det som verkligen var magiskt var hur 1dsningen generaliserades. Pa den tiden
skrevs manga losningar i Iran av personer som var skickliga i matematik och
de salde sina kompendier utan ISBN-nummer eller annan officiell identi-
fiering. I slutet av en av dessa féreslagna 16sningar, se illustration pa nista
sida, presenterades en allmin formel for att berikna vinkeln mellan visarna
(7 )nir timmar (k) och minuter () angavs. Formeln ir markerad med rott.
Omslagsbilden pa nista sida visar boken som sidan ir tagen ur. Den fann jag
nu pa senare tid hir i Norge.
Oversatt till vart skrivsitt blir formeln foljande:

27 =30h-55m|

Mirkligt nog gavs ingen forklaring till eller hiirledning av denna formel. P4
90-talet, utan dagens tillginglighet till internet, YouTube och liknande, tog
det tid att hiirleda formeln pa egen hand. Jag kommer hiir att hirleda formeln
genom att dterge den utforskning som inspirerade mig att hitta lésningen.
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For manga elever kan uppgiften att berikna forhillandet
mellan visarna pd en klocka verka som ett abstrakt och
utmanande problem. Men genom noggrann observation
och experimenterande kan de bérja avslja monster och
relationer som si smaningom kommer att leda till utveck-
lingen av en allmin formel. Denna formel, som vi kom-
mer att utforska meri detalj, kan vi sedan anvinda for att
programmera en dator.

Jag foreslir hiir en undervisningsging diir eleverna upp-
muntras att utforska problemet med visarna pa en klocka.
Jag vill visa hur nyfikenhet och experimenterande kan
leda till en grundlig forstielse av problemet och i slut-
indan till utveckling av en praktisk 16sning. Kanske kan till
ochmed ndgon elev gdra detta med programmering och
skapa ett Python-program. S 1it oss borja med att utforska
detta fascinerande imne och se hur férundran kan leda
till insikt och anvindning av programmeringsformagan.
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Forklaring av uppgiften och villkoren

Vi tinker oss en vertikal, hir streckad, linje fran klockan 12 till klockan 6.
Lat oss kalla den vinkel som minutvisaren skapar med den vertikala linjen
for @, och pa motsvarande sitt vinkeln mellan timvisaren och den verti-
1 kalalinjen for [3.

Vikallar vinkeln mellan visarna fér 7 och finner den som skillnaden mel-
lan 8 och @, detvillsiga

r=F—«

Timvisarens rorelse

Forst kan vi notera att en klocka dr indelad i 12 timmar. 360° dividerat med
12 timmar, ger 30° per timme. Med andra ord, timvisaren (rod i bilden) ror
sigmed en hastighet av 30°i timmen.

En timme ir 60 minuter. 30° dividerat med 60 minuter medfér att tim-
7 visaren ror sig 0,5° per minut.

Den totala rorelsen for timvisaren kan beskrivas i antal timmar multipli-
cerat med 30° plus rorelsen som sker i antal minuter multiplicerat med 0,5°:

Z 8 =30-h+0,5-m,dir h ir antalet timmar och m ir antalet minuter.

Minutvisarens rorelse

Eftersom minutvisaren (blé i bilden) ror sig med en hastighet av 360°
uppdelat pi 60 minuter motsvarar det 6° per minut, £ @ =6-m, dir m ir
antalet minuter.

Vinkeln mellan visarna
Vinkeln mellan visarna:

Ly = ZLB-Za=30-h+05m-6-m

£y =30-h-55m
Forklaringen till varfor vi viljer ett positivt numeriskt virde for vinkeln kan
ses i figuren for klockan 6:50. Formeln ger:

£y =30-(6)-55(50)=-95
/ Vi vill ha den minsta vinkeln mellan visarna, dirfor beriknar vi bara det
absoluta virdet av y, det vill siga:

/7y =30-h-55m >  Z7y=]30-h-55m|

Flevuppgifter

Uppgift 1
Hur stor ar vinkeln mellan visarna nar klockan ar 5:00?

Uppgift 2

Hur stor &r vinkeln mellan visarna nar klockan ar 5:10?

Uppgift 3

Forsok att generalisera till en formel.

Uppgift4

Anvand formeln for att skapa ett program som berdknar vinkeln.
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