Christian Azar

Ett oandligt torn av exponenter

Har beskrivs en ekvation som det &r latt att fascineras av. Den innehaller inte bara
en hel del matematiskt finlir utan ocksa vackra monster som ligger begravda i
dess rotter. Vi tas ut pa en resa som borjar i ett torn av exponenter och slutar i
fascinerande fraktala monster.

kvationen lyder sa hir: XX
X
l ': Xt =2

Punkterna betyder att serien fortsitter i all oiindlighet. Pa engelska talar
man om "an infinite power tower series”. P4 svenska skulle man kunna kalla
det for en oindlig exponentserie. Det hiir ir en ekvation som matematiker
pé olika sitt har intresserat sig for och brottats med sedan 1700-talet. Det ir
niistan svirtatt tain vad det betyder.

Vi bérjar undersoka uttrycket genom att testa att sittain x=3. Vi far da
efter tvd steg, 3°=27. Vid niista steg (iteration) fir man 3* som ir lika med 7
625597 484 987, alltsa hela 7 600 miljarder (om man avrundar lite litt). Notera
att man beriknar exponenterna "uppifran och nedat”. Ska man riknaut 3*
tar man alltsa forst den senare delen, 3° och far da 37, vilket ir annorlunda
mot om man tar den forsta delen forst, alltsa (3°)*=27°.

Direfter hamnar vi pa s stora tal s att allt i universum drunknar i det.
Uttrycket fullkomligen exploderar redan efter fyra steg. Hur hittar man [os-
ningar pa en ekvation som beter sig sa brutalt? P gymnasiet eller pa univer-
sitetet lirde man sig inga sjilvklara metoder for att hantera den hiir typen av
ekvationer. Men det finns ett enkelt trick:

Vi tar utgdngspunkt att ,x* =2,
Visitterin detiekvationen och ersitter allt som star ovan det forsta x:et med 2.
Vifardax?=2, vilket gerx =v2 ,somalltsa ir 1osningen till ekvationen ovan.

Det dr nigot fascinerande, ja till och med vackert, med att om man tar v2
upphoit till sig sjilv ett oiindligt antal ginger sd konvergerar uttrycket i slutin-
dan till 2. Man kan testa sjilv och se hur det gar.

Vi bérjar med v2*2=16325.

Vi fortsitter med v2'%*=176.

Direfter far viv2"°=1,84.

Efter tjugo iterationer ir vi uppe pa 1,9996...

For varje steg si okar virdet pa uttrycket allt mindre. Det verkar alltsi som
att funktionens virde konvergerar mot 2, for varje ytterligare iteration.
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Har ligger det en hund begraven

Man skulle kunna stanna hir och ndja sig med att man lyckas l6sa ett kom-
plext problem med enkla medel. Men testa di med ekvationen x** =4

pd samma sitt som vi gjorde ovan. D4 kan vi ersitta exponenttornet med en
fyra, och vi far da: x* =4, vilket i sin tur ger x=v2. Oups!l

Vifaralltsd att V2 iren 16sning till bide ekvationen x** =2 och till ekva-
tionen 1 X* =4. Det skulle ju da betyda att man far bide 2 och 4 om man upp-
hojerv2iall oindlighet, eller alternativt uttryckt att 2=4. Men det ir juinte
mdijligt. Gér man denna operation borde man bara kunna fa ett (1) svar, inte
tva. Hir tycks en hund ligga begraven. )

Liknande underligheter hamnar man i om forsoker losa x*° =3. D4 far
man, med ovan beskrivna metod, att Iésningen skulle vara x = %/3.Menom
man ssitter in det svareti vart oindliga exponenttorn sa fir viatt det uttrycket
konvergerar mot 2,47805. Det ir dterigen ndgot som inte stimmer. Det hir
var lurigt. Vi behover undersdka vért torn av exponenter ytterligare for att
forstd vilka losningar som ir korrekta och vilka som inte dr det.

Vilka l6sningar galler? ”

Lat oss titta nirmare pa foljande funktion y(x) =x*"

For x =1ir det trivialt, da fir vi helt enkelt y=1, eftersom 1'=11.
Forx=v2, farviy=2.

For x =3 si fullstindigt exploderar uttrycket.

[ figur 1 har jag plottat y som funktion av x.

Y=XAXAXMX.
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Figur 1. En plot av vdrt odndliga torn av exponenter. Om x> e"9=144. .. sd diver-
gerar funktionen. For x <e(” sd alternerar (hoppar) funktionens viirde mellan den
hdgre och den undre grenen i figuren.
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Man ser hiir att niér x ir storre in cirka 1,4 (jag aterkommer snart till det exakta
virdet), s sticker virdet pd y iviig rakt upp i oindligheten. Det visar sig att
hogsta virdet y kan anta ir drygt 2,7. Det som hiinder nir man sitter in ett
storre x-virde, exempelvis x =15, dr att funktionen divergerar.

Det hiir ger oss ocksd svaret pd gatan varfor var [osning nér hogerledet var
lika med 4 inte fungerade. Vi utgick frin att x** =4, men denna ekvation
saknar 16sning. Oavsett vilket viirde man viljer for x blir funktionens virde
aldrig fyra. Sa nidr vi anvinder y(x) =4 for att 16sa ekvationen begar vi alltsa
vild mot den. Vianvinder ndgot som inte ir sant, och dirmed blir [dsningen
inte korrekt. Det iir lite som att 16sa en ekvation x +7 =x +5, och subtrahera
x, for att bevisa att 7=>5. Samma invindning giller ocksi nir hogerledet sat-
tes lika med 3.

Nir man tillimpar en sidan hir teknik s& méaste man alltsa ocksa kolla
att 16sningen konvergerar. Det hir ir en bra pAminnelse att enkla knep inte
alltid fungerar.

Funktionens hogsta virde

Men 14t oss nu titta lite nirmare pa figur 1. For vilka virden pa x konver-
gerar uttrycket? Vilket ir det storsta tal som y kan anta (som allts inte ir
oindligheten)?

Den forsta som [oste detta problem var Leonhard Euler (1707-1783). Han
ir en av matematikens riktigt stora, kanske den allra storste. Det finns en
mycket underhillande forelisning pa Youtube med titeln An evening with
Leonhard Euler som jag med varm rekommendation skickat runt till mina
matematikintresserade viinner. Mot slutet av sitt liv blev Euler blind, men
lyckadesinda, vid 70 ars dlder, producera en uppsats i matematik — per vecka!
Euler fann att det oindliga exponenttornet y=xX" konvergerar om x befin-
ner sig i intervallet

ef<x<e’

dir e ir den matematiska konstanten e=27118.... Numeriskt finner vi att
den undre grinsen ungefir ir lika med 0,0066 och den 6vre approximativt
ir likamed 144.

Om man sitter in det hogre virdet fir man att det maximala virdet pa
exponenttornet blir y=e. Bakom det oindliga tornet av exponenter finns
alltsd den matematiska konstanten e som det hogsta virdet som kan upp-
nas. Det ir nigot fascinerande med att e upptrider pd en massa olika stillen
ifysiken och matematiken.

Hoppande virden

Omxliggeriintervallet O < x <e* uppstir en speciell situation. Det oindliga
tornet av exponenter sticker inte i viig till oindligheten, men det konverge-
rar inte heller mot ett specifikt virde. Snarare hoppar det mellan ett hogre
och ett ligre virde, om vartannat, nir man beriknar funktionens virde for
ytterligare en exponent.
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Konvergens i det komplexa talplanet och fraktala monster
Hittills har vi bara undersokt det oindliga tornet av exponenter for posi-
tiva reella tal. Men man kan ju ocksa upphdoja komplexa tal alltsa tal som
innehéller det imaginira talet i =v(-1). Jag ska inte g in pa detaljer om hur
man upphdjer komplexa tal till komplexa tal, men dven hir kommer Euler
till var hjilp. Det ir ju han som ligger bakom den matematiska identiteten:

€= cosp + ising

Det ir en ekvation som fysikern Richard Feynman en ging beskrev som
den mest anmirkningsvirda i matematiken. Med hjilp av den fir man den
stiliga relationen ™+ 1 = 0, som binder samman matematikens fem kanske
viktigaste tal: e, m,i,1 och O.

Hur som helst, med hjilp av ovanstdende identitet kan man ocksé berikna
virdet av ett komplext tal upphojt till ett annat. Om vi betecknar detta kom-
plexa tal med z, sa kan vi nu alltsa berikna nir och om det oindliga expo-
nenttornet ,z=* konvergerar.

I en artikel med titeln The Fractal Boundary of the Power Tower Function
visar forskaren Peter Lynch figurer som visar var i det komplexa talplanet
som det oindliga exponenttornet divergerar (ljus firg i figuren) och konver-
gerar eller hamnar pé en stabil periodisk bana (morkbla firg i figuren). I figur
2 ges en dverblicksbild (den reella delen av z varierar fran minus 3 till O,1).

Figur 2. I figuren ser vi var i det komplexa talplanet det oiindliga exponentiornet
konvergerar (mork firg) och var det divergerar (ljus). [Kdlla: Lynch, 2017]
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I figur 3 zoomar vi in pa en vildigt liten del av figur 2, ja sé lite som cirka en
hundratusendel av den. Hir 6ppnas helt nya vackra och fascinerande mons-
ter. Det r lite som att titta ner i en avgrund, eller ir det kanske 6ppningen
till ekvationens hjirta vi ser?
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Figur 3. Spiralformat ménster upptrider néir man zoomar in pd en vildigt liten del
av figur 2. [Kdlla: Lynch, 2017].

Lat dig inspireras!

Avslutningsvis tinker jag att den hiir ekvationen kan anviindas for att inspi-
rera och utmana specialintresserade studenter pi gymnasieniva eller i spe-
ciella projekt pa universitetet. Genom att griva sig djupare ner i detta kan
man lira sigmer om oindliga serier, konvergens och fraktaler samt testasina
kunskaper bdde analytiskt och numeriskt
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