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Att undervisa for forstaelse

Vad innebér det att forsta nagot och hur genomférs undervisning som leder till
forstaelse? Forfattarna redovisar har insikter fran ett projekt dar de undersoker
effekten av retrieval practice, dven kallat testbaserat Idrande.

styrdokument ir forstielse. Samtidigt dr det fa som forklarar vad det

innebir att forstd nigot. Att ha en milsittning med undervisningen
att eleverna ska forsta innehallet kan uppfattas som sjilvklart. Men hur
genomf{ors sidan undervisning och hur vet man att elever forstatt? 1
projektet Kreativa resonemang forstirkta av testbaserat ldrande som
finansieras av Skolforskningsinstitutet har vi utvecklat undervisning dir
en av mélsittningarna ir att eleverna ska forstd matematiken pa ett djupare
plan in att bara kunna 16sa uppgifter de blir tilldelade.

I j tt vanligt begrepp i forsknings- och studentlitteratur savil som i

Att resonera kreativt med stod av forkunskaper

[ projektet anviinder vi forskaren Johan Lithners definition av kreativa
matematiska resonemang som utgdngpunkt for att designa undervisning.
Attresonera kreativt innebir att med stod i sina matematiska kompetenser
skapa ldsningsmetoder samt att med stdd i matematik formulera argument
for losningsmetoden och 18sningen. Studier har visat att elever som resone-
rar kreativt nir de loser matematikproblem minns bittre vad de lir sig in
elever som loser uppgifter enligt ldsningsmetoder de fitt genom instruk-
tioner. Elever som resonerat kreativt ir dessutom bittre pa att anviinda sina
kunskaper vid fortsatt problemldsning. Dessa resultat ir i linje med teorier
om att forstdelse handlar om att skapa kopplingar mellan nya och existe-
rande kunskaper. Det innebir ocksa att uppgifterna maste vara utformade
sd att eleverna har anvindning av sina tidigare kunskaper for att férstd och
kunna l6sa dem.

Ett problem vi haft i ett tidigare projekt ir att elever inte anviinder de
kunskaper de rimligtvis har for att 16sa och motivera losningar pa problem.
Dirfor har vi tittat nirmare pa forskning om sa kallat retrieval practice (pa
svenska dversatt som testbaserat larande). En sidant arbetssitt handlar om
att ova pa att himta information fran lingtidsminnet till arbetsminnet (inte
att testa elevers kunskaper). I forskning har detta visat sig stirka lirandet
genom att kopplingen mellan olika kunskaper stiirks for varje ging informa-
tion himtas frin lingtidsminnet. Samma resonemang férs of ta angiende for-
stdelse, att det handlar om att skapa fler kopplingar mellan olika kunskaper.
Om vinusammanfogar dessa utgdngspunkter ser vi att anvindningen av tidi-
gare kunskaper for att konstruera losningar pa problem innebir himtning
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av kunskaper frin langtidsminnet och att det kreativa resonemanget skapar
kopplingar mellan kunskaper som gor det littare att himta fram dem fran
langtidsminnet en tid efter att problemet 16sts. Vi formodar allts3 att kom-
binationen av kreativa resonemang och retrieval practice har synergieffekter
som tillsammans ger ett starkare lirande och en djupare forstaelse for mate-
matik dn de gor var for sig. Ytterligare en effekt vi noterat under projektet
ir att elever oavsett vilken matematisk nivd de befinner sig pa blir tryggare
i att forsoka losa problem nir de uppmanas att anviinda sina férkunskaper.

Att planera lektioner

Som stdd for att planera lektioner har vi gjort en mall diir elevernaien forsta
separat lektion far aktivera de forkunskaper de behover anviinda for att 16sa
uppgifter som innehaller ny matematik.

Lektion 1 Lektion 2 Lektion 3 Lektion 4
) ) ) )
Plocka fram Plocka fram Plocka fram
lektion 1 lektion 2 lektion 3
Aktivera
férkunskaper L&ra nytt Lara nytt L&ra nytt
genom genom genom
kreativa kreativa kreativa
resonemang resonemang resonemang
\—_/ \—_/ \—__ \—_/

Figur L Vir mall for att planera lektioner i projektet.

Nista lektion inleds med att eleverna far korta uppgifter liknande dem fran
forsta lektionen, vilket innebir att eleverna far plocka fram anvindbara for-
kunskaper. Direfter l6ser eleverna uppgifter genom kreativa resonemang
med stdd i sina forkunskaper. Foljande lektioner inleds alltid med nigra
uppgifter liknande de som eleverna mott under féregiende lektion innan
de arbetar med uppgifter som innehaller det nya som ska liras.

Om det nya eleverna ska lira sig ir att konstruera

delari ett cirkeldiagram med gradskiva kan det handla
om att plocka fram och aktivera férkunskaper om att
miita och konstruera vinklar, att ett helt varvien cirkel
4r 360° och att rikna med procent. Da kan en ny kun-
skap somattinse att 1% ir 3,6°i ett cirkeldiagram i niista
lektion liras och forstas med stod av dessa forkunskaper.
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Att ha forstaelse och fallenhet for matematik

I'matematikundervisningen ir det vanligt att liraren tar ansvar for att eleven
ska forsta. Det kan ldraren gdra antingen genom att g igenom och forklara
hur matematiken hiinger ihop innan eleverna lser uppgifter eller att, nir
eleveninte klarat av en uppgift, forklara varfér och hur eleven ska gora i stillet
for att det ska bliritt svar. Allasom har undervisat i matematik vet att det ar
stor individuell skillnad pa nir forklaringar leder till att elever forstar. Aven
hir finns ibland en tendens att se kategoriskt pa elevers mojligheter att for-
std lirarens forklaringar genom att pastd att vissa har fallenhet for matematik
och andra inte. Det kan istillet var sa att lirarens forklaringar inte hjilper
eleven att forsti om de forkunskaper som behovs saknas.

Rimligtvis finns det genetiska aspekter for forutsittningar att lira och
forstd matematik men vi menar att det inte iir fruktbart att noja sig med det
som forklaring till varfor vissa elever frstar och andra inte. Bert Jonsson och
Lars Nyberg berittar i sin bok Testbaserat lidrande att forskning har kommit
fram till att en personlig egenskap som ir dverrepresenterad hos framgangsrika
elever i matematik (och i andra imnen) ir ett behov av att problematisera
och forklara (Sversatt frin engelska need for cognition). Nirmare bestimt
handlar det om ett behov hos individen att sitta ny information i relation
till redan kinda ssmmanhang, att koppla det nya till det som redan ir kint.
Detta behov kan hasitt ursprung i en medfodd hog kognitiv kapacitet men
det dr minst lika troligt att den utvecklas hos barn som viixer upp i sociala
miljoer dir forklaringar tidigt uppmuntras och utmanas. Med en sidan
utgdngspunkt ir det naturligt for en lirare att fokusera pa det som gir att
péverka, det vill siga det som kan utvecklas i undervisningen. Det medfor
att liraren behdver ha en syn pé lirande och forstaelse som en aktiv process,
insikter i elevernas tidigare kunskaper och kunskap om hur det nya som ska
liras kan forstds med stod av tidigare kunskaper.

Olika aspekter av forstaelse

Forskarna Janet M. Duffin och Adrian P. Simpson beskriveri
en teoretisk artikel frin 4r 2000 tre aspekter av forstielse som:

1. att ha existerande kopplingar mellan
redan kind information

2. valetav existerande kopplingar for att
lésa problem

3. enstindigt pigiende utveckling
av kopplingar mellan ny och kind
information.
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Forfattarna betonar att det dr aspekter av forstaelse, inte delar av forstaelse.
Vi kan tinka oss att elever pa lagstadiet har arbetat med tiokamrater (och
dirmed har existerande forstaelse for vilka ensiffriga talpar som har sum-
man 10) och sedan far problemet 8 + 5. De kan nu anviinda den existerande
kopplingen att 8 + 2 iir 10 och skapa den nya kopplingen att det som ir kvar
av 5, det vill siga 3, liggs till 10. Vi kan d se forstaelsen ur alla tre aspekter,
eleverna har forstaelsen for tiokamrater, de viljer den for att 1osa problemet
8+5 och de utvecklar forstielsen for tiotalsévergingar. Att se pa forstielse
pa detta sitt innebir en uppfattning om att forstelsen inte ir statisk, utan
att den stindigt utvecklas. Till exempel kan de kopplingar som har skapats
sedan anviindas for att 16sa problemet 18 + 5. Det blir ocksa tydligt att ju fler
kopplingar som finns mellan existerande kunskaper, desto storre ér forut-
sittningarna att 1osa problem.

Hir kan vireflektera 6ver det som tidigare sagts om den personliga egen-
skapen att ha behov av att problematisera och forklara. Den som har den
egenskapen bygger stindigt upp nya anvindbara kopplingar mellan ny och
existerande kunskap, vilket kar méjligheterna att lira sig nya saker. Det ir
ocksa troligt att en sddan elev finner att det blir roligt att lira sig. Omviint,
den som i ligre grad kinner behov av att problematisera och férklara ham-
nar med tiden allt lingre efter kunskapsmissigt. Dirfor behdver dessa elever
kompenseras, till exempel genom att lirare planerar undervisning som upp-
muntrar elever att motivera sina losningar.

Arbetsminne och langtidsminne

Tyvirr ir det manga som inte finner glidjeniatt lira sig och forstd matematik.
Vi ska nu forsoka forklara vad det kan bero pa och finna vigar for att indra
pa det. Viutgir fran ett exempel:
. : 2. a_

Los ekvationen 4/ g4 =2
Den som ska lésa ekvationen maste ta in informationen, forsti den och
komma fram till hur forstaelsen kan anviindas for att na en 16sning, Fér den
som har existerande forstielse for roten ur-begreppet, for likhetstecknet
och kan multiplicera tal i brakform blir uppgiften méjlig att l6sa. Den som
inte har dessa kunskaper far svart att 16sa uppgiften utan instruktioner och
forklaringar. Men dven med instruktioner och férklaringar kan det vara svart
att forsta vad som ska goras.

Dettaforklaras av bland andra forskaren Paul Sweller med stéd av teorier
om kognitiv belastning. Da tinker man sig att de aktiva och medvetna
processerna sker i hjirnans arbetsminne. Information till arbetsminnet
kommer dels frain omgivningen via sinnen, dels frin lingtidsminnet. Nir
information tas in via sinnen sitter arbetsminnet det i relation till relaterad
information som himtas frin lingtidsminnet varefter den sammanlagda
informationen processas. For den som inte har anviindbar information att
himta frin lingtidsminnet maste arbetsminnet dven processa behovlig
information frin omgivningen, till exempel en lirares instruktioner och
forklaringar. Men d4 arbetsminnet bara kan hantera en begrinsad mingd
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information frin omgivningen finns risken att arbetsminnets kapacitet inte
riicker till for att 16sa problemet, till exempel ekvationen i exemplet. Det finns
diremot ingen kiind begrinsning av hur mycket information arbetsminnet
kan taemot fran lingtidsminnet. Det innebir att nir informationen som tas
inviasinnen kan kopplas till tidigare kunskaper, sd minskar belastningen pa
arbetsminnet som d4 har mer kapacitet att lésa problemet.

Vi har tidigare tagit upp den personliga egenskapen att ha behov av att
problematisera och forklara och att den ir Gverrepresenterad hos elever som
ir framgingsrika i matematik. Det ir rimligt att den egenskapen leder till
atteleven dver tid bygger mer forstaelse. Den som forstir mer har fler kopp-
lingar mellan existerande kunskap vilket leder till storre mojligheter att ta
in, forstd och 16sa matematiska problem. Den som diiremot stindigt ham-
nar i situationer dir arbetsminnet blir dverbelastat tappar snart lusten for
matematik. [ den allminna debatten uttrycks detta ofta som att elever som
har svart med matematik méste 6va pa grunderna och att detta maste ske
genom memorering av basala matematiska metoder. Vi haller med om att
elever behdver matematiska grunder men ir tveksamma till om det fungerar
att memorera dessa. Istiillet bor dven matematiska grunder liras genom att
elever relaterar till sina férkunskaper. I undervisningen ir det alltsa viktigt
attavviga hur mycket ny information eleven ska fa och att eleven méste ha
tidigare kunskaper att relatera ny information till. Eftersom det som alla lirare
vet of tast dr stor spridning pa elevernas forkunskaper dr detta en utmaning.

Undervisning som utvecklar forstaelse for matematik

Hur omsiitts da aspekter av forstdelse och insikter om hur arbets- och ling-
tidsminnet fungerar till klassrumsundervisning? Vi ska nu ge ett konkret
exempel pd hur undervisningen gar till frdn en intervention i drskurs 8.
Milsittningen for de tre lektionernaiinterventionen var att eleverna skulle
lira sig anvinda ekvationer som problemlésningsmetod. Vi utgick frin att
eleverna sedan tidigare hade anvindbara kunskaper i ekvationslésning, for-
enkling av uttryck med obekanta och problemldsning utan att stillaupp en
ekvation. Pa lektion 1fick eleverna aktivera sina kunskaper om att 16sa ekva-
tioner och forenkla uttryck. Lektion 2 inneholl problem med tvé obekanta
tal med ett givet f6rhallande mellan de bida, liknande den hir:

Eva och Kennet har tillsammans 115 kr, Kennet har 5 kr mindre an
Eva. Hur ménga kronor har var och en? Lés uppgiften pa valfritt satt
och med ekvation. Forklara varfor ekvationen fungerar.

Problemen pa lektion 3innehdll tvd obekanta som presenterades genom tva
olika samband, till exempel foljande:

| en hage finns sammanlagt 20 djur, det &r kor och hons.
Hur manga kor finns det om det ar 64 ben i hagen?

Under lektion 3 riknade vi med att eleverna frin lektion 2 hade fatt
erfarenheter av att 16sa problem genom att stilla upp en ekvation. Som
underlag for detaljplanering av lektioner anviinde vi projektets lektions-
mall, se figur 1.
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Lektion 1

Lektion 1 dgnades at att aktivera de forkunskaper som eleverna antogs ha, i
detta fall ekvationslésning, férenkling av uttryck och problemlésning utan
attanvinda ekvation. Uppgifterna utformadessi att eleverna uppmuntrades
att forsoka komma ihig och himta fram sina tidigare kunskaper.

Lektion 1, aktivera forkunskaper

1. Losekvationerna

x+12=30 x—15=45
4x=36 x/5=15
4x-3=33 x/10+5=12

2. Forenkla uttrycken

4(x+5) -4(x+5)
_4(x_5) 5—3(2%—3)

Lektion 2

Lektion 2 inleddes med att eleverna fick 16sa ndgra liknande uppgifter som
pa lektion 1. De fick d& ytterligare ett tillfille att himta kunskaper frin
langtidsminnet. Sedan évergick lektionen till att lira sig ny matematik med
stdd av de kunskaper som himtats fram. I exemplet innebar det att eleverna
fick matematiska problem och uppmanades att 16sa dem biade med och
utan ekvationer. Det ir dé viktigt att de konstruerar egna losningar och
argumenterar for dem, samt att uppgifterna gir att 16sa pa olika nivier. Alla
elever ska kunna komma fram till delar av 16sningarna. Lektionen avslutades
med en helklassdiskussion da utvalda lsningar togs upp.

Lektion 2
1. Plocka fram fran lektion 1
Sx+7=32 x/3-8=4
2(x +6)=30 3x/5=6
6(c—2)+10=22 5(2x-7)=5

2. Exempel pa lira nytt-uppgifter

Eva och Kennet har tillsammans 115 kr, Kennet har 5 kr mindre
an Eva. Hur ménga kronor har var och en? Los uppgiften pa ett
valfritt sdtt och med ekvation. Forklara varfor ekvationen fungerar.

Lena, Pia och Therese séljer chips till sin klasskassa. Tillsammans
saljer de 243 pasar. Pia sdljer tre gdnger sé manga pasar som Lena.
Therese saljer fem fler 4n Pia. Hur manga pasar saljer Therese?
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Lektion 3

Lektion 3 inleddes med ett par uppgifter som liknade de som lostes under
lektion 2. Eleverna fick alltsa forst himta det de kom fram till under foregiende
lektion ur lingtidsminnet. Under den fortsatta lektionen arbetade eleverna
med uppgifter som kan l6sas med kunskaper som lirts under lektion 2. Enligt
modellen fortsitter lektionsserien pa samma siitt: varje lektion inleds med
att l6sa en eller ett par uppgifter som liknar uppgifterna frin foregiende
lektion, varefter eleverna loser uppgifter som innebir nytt lirande tills
lirandemalen anses uppfyllda.

Lektion 3
1. Plocka fram fran lektion 2

Lina och hennes systrar har 145 kr i veckopeng tillsammans.
Lina har 15 kr mer an sin syster. Hur mycket har Lina i veckopeng?

Tomas och hans tva kompisar pantar burkar. De pantar 355 burkar
tillsammans. Rune pantar dubbelt s& manga som Tomas och
Karin pantar fem burkar mindre &n Tomas. Hur manga burkar
pantar Tomas?

2. Exempel pé lira nytt-uppgifter

| en hage finns sammanlagt 20 djur, det &r kor och hons.
Hur manga kor finns det om det &r 64 ben i hagen?

P& en parkering star 34 fordon. Det &r bilar och motorcyklar.
Fordonen har 96 hjul tillsammans. Hur manga bilar star pa
parkeringen?

Sa har gick det

De inledande lektionerna fungerade bra. Under lektion 1 klarade samt-
liga elever att l6sa ekvationer, forenkla uttryck och l6sa problem genom att
komma ihig vad de gjort under tidigare lektioner. Skiftande stod fran lira-
ren behovdes. Vissa klarade alla uppgifter utan hjilp medan andra behovde
resonera med liraren och/eller med kamrater. Det iir viktigt att liraren inte
tar éver och visar hur losningen ska genomforas utan istillet stiiller fragor
som hjilper eleven att himta kunskaper ur minnet.

Lektion 2 foljde ungefir samma monster. Vissa elever klarade allt pa egen
hand medan andra behovde stod av frigor, till exempel Vem vill du skriva
som x? och Om Per dir x dr,vad kan du dd siiga om Lisas dlder? Sammantaget
kom alla elever fram till Iosningar som diskuterades i helklass.

Under inledningen till lektion 3 hade eleverna inga storre bekymmer
med att 16sa uppgifter som liknade dem frén lektion 2. Diremot uppstod
problem redan vid den forsta av uppgifterna som innebar att lira nytt, den
omantal benihagen. Nigraskrev x+7y=20och 2x +4y=64dir x betecknar
antalet hons och y betecknar antalet kor, men kom sedan inte vidare. Nagra
fa elever l6ste uppgiften genom provning och tabell, men kunde inte stilla
upp och l6sa med en ekvation vilket var lirandemalet. Vi bedomde att det
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inte fanns mojligheter for eleverna att 16sa uppgiften genom att konstruera
egna losningsmetoder s vi avbrot lektionen och eleverna fick arbeta med
annat. [ efterhand var det uppenbart att det var ett for stort steg att komma
fram till hur tva kinda samband med tvd obekanta kan utnyttjas for att stilla
upp en ekvation med en obekant.

Nar det inte fungerade som planerat

Aven om det inte gick som det var tinkt var det ett virdefullt tillfille for
reflektion. T och med att lektionerna var planerade i detalj kunde vi avgora
vad som gjorde att eleverna inte kom vidare. Efter diskussioner, da vi kom
fram till att de forkunskaper eleverna behdvde férdjupa var att manipulera
uttryck som x + y =20 sd att det star en obekant pd ena sidan av likhetstecknet,
designades en uppfdljande lektion dir eleverna inledningsvis 1oste uppgifter
av typen Olle och Stina har tillsammans 30 kr. Hur kan du utifrdn det skriva
hurmycket Olle har? Hur mycket Stina har? Eleverna klarade att konstruera
losningar till dessa uppgifter och att argumentera for 1dsningarna. Efter att
det sattsig fick eleverna den forsta delen av uppgiften med kor och héns och
frigan Om du vet att det dr sammanlagt 20 kor och héns, hur kan du skriva
antalet kor? Antalet hins? Direfter fick de den resterande uppgiften. Nukom
eleverna efterhand i olika takt fram till hur de skulle stiilla upp ekvationen
(exempelvis 2 (20 —y) + 4y = 64) samt forenkla och 16sa den med hjilp av sina
forkunskaper. En del elever kom fram till det pa egen hand, andra med stod
av frigor fran liraren. Nir de vil 1ost uppgiften med kor och hons klarade
de sjilvstindigt de foljande uppgifterna av samma typ.

Avslutande reflektion
Enavslutande reflektion ir att nir det under den tredje lektionen stod klart

Visom arbetar med

projektet r:

att eleverna inte skulle kunna konstruera egna 16sningar hade ett
alternativ varit att helt enkelt visa eleverna hur man léser sidana
typer av uppgifter genom att stilla upp en ekvation. Det hade dock

Lena Salomonsson minskat mojligheterna for eleverna att skapa kopplingar till tidigare

Linda Sjostrand kunskaper. Vimenar att de som forlorar mest pa detta ir elever som
Denice D’Arcy har det jobbigt med matematiken. Risken ir att det till och med
Marie Evald blir for mycket information att hantera i arbetsminnet. Genom att
Ann-Sofie Persberg | istillet avbryta och ge en extra lektion dir eleverna steg for steg
Carina Granberg fick plocka fram och aktivera de kunskaper som behovdes for att
Maria Larsson l6sa uppgifterna gavs mojligheter att skapa de kopplingar mellan

Jan Olsson

ny och kind kunskap som 6kar méjligheterna att bygga djupare
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forstielse for matematik.
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