Lasse Berglund

Va'tusan ska man med Ca™™ til|?

Nar elever sdger sig "fatta nada" kan det vara bra att bade kunna ge konkreta
exempel dar matematiken spelar en viktig roll och att sjalv pdminna sig om hur
det kdnns ndar man inte riktigt hdanger med och forstar ett innehall. | artikeln ar
det kopplingar till musik som kan ge idéer om nyttan med matematik.

let i en matematikkurs. Nyttan ifragasitts. "Ar detta ndgot som jag

nigonsin kommer att behova? Brikrikning? Och all denna algebra!
Va'tusan ska man med Ca"" till?” I ett forsok att tillmotesga dessa tvivel,
vinder vi oss till musiken.

D et hinder da och da att elever ger uttryck for tvivel om innehal-

Den rena tonen 6verges — kort om bakgrunden

Tonhojden for en ljudande string avgors av dess frekvens, det vill siga av
antalet svingningar per sekund. Utan att ga for [ingt in i vare sigmusikteori
eller viglira kan vi hir bara konstatera att en forflyttning tolv steg 4t hoger pa
ett piano, en si kallad oktav, innebir en fordubbling av frekvensen; se figur 1.

Ct D# Fr Gt A#

Frén C* till C? blir det 12 steg
om man rdknar de vita och
de svarta tangenterna.

C!|D|E|F|G|A|B|C?| Figur1
|

Y

En oktav = 12 steg

Fram till och med 1600-talet gillde, att om ett stringinstrument var stimt
isig tonarten D, s3 klingade alla toner rena i denna tonart. Men ville man
spela ett styckeien annan tonart blev klangen falsk hiir och var. Man var helt
enkelt bunden till tonarten D.

Denna begrinsning ir av stor skada dd man i nistan all musik vill kunna
modulera runt bland tonarterna, som i exempelvis en sonatsats eller en jazz-
l4t. T franvaro av sddana modulationer hade dessa musikstycken blivit oin-
tressanta. Vi ser samma sak inom schlagermusiken: av tio litar som tivlar gor
kanske sju av dem en tonartshdjning infor den sista refringen. Detta hade
varit omdjligt med den gamla rena stimnningen, och av detta skiil Svergavs
till slut den rena stimningen.
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En geometrisk talfoljd ska till
Attdet smog sig in missljud pa sina stiillen berodde pa att férhillandena mel-
lanfrekvensernaiden rena stimningen inte var enhetliga, det vill siiga kvoten
var inte konstant. Idén som infann sig under barockens epok, med bland annat
J S Bach som en av de drivande, var att dessa falska klanger skulle fordelas
jamnt dver hela oktaven. Missljudet skulle alltsa bli kvar men bli sa litet pa
var ton att det knappt skulle héras, medan friheten att f4 vandra runt bland
alla tinkbara tonarter skulle dntligen infinna sig.

Vihar konstaterat att en oktav férdubblar frekvensen, vilket ger samban-
det f[C*] = 2-f[C"] dir fstar for frekvensen. Vi utnyttjar detta och tar oss
nedati skalan pa jakt efter den konstanta kvoten k.

2-fIC=f[C? = (se figur ) = k- f[B] = k- f[A#] =... = k?-f[C] = k2 = 2 = e =22

som alltsd ir var sokta kvot.

Det valtempererade pianot

Tonen Aifigur 1 ovan kallas for ettstrukna A och svinger 440 ginger/sekund,
detvill siga f[A] = 440 Hz, vilket vi nu kan skriva som 440- 2" med n = O for
denna ton. Men da ettstrukna A ir den 49:e tangenten pi ett piano, finns
hir mojlighet for eleverna att pi ett naturligt sitt bekanta sig med en s3 kall-
lad fasforskjutning. Resultatet blir en geometrisk talfoljd anpassad till det
viltempererade pianot.

a, =440 204 n=1273.88

dirnir tangentens placering och a den aktuella frekvensen. Nigra exempel:
a;, = 440-2 “H . 36,7Hz

a, = 440-2%"% = 4186Hz  Tangenten lingst bort till hoger.

88

Vi kan konstatera att hir finns gott om de vardagsexempel som efterfraga-
des ovan da alla talen ir pa formen Ca"".

Ndgra fragor i klassrummet:

1. Vilka tangenter pa ett piano har en heltalsfrekvens?

2. Kvotena
Vilket?
For den intresserade eleven: bevisa din iakttagelse.

3. Visaatt talfsliden a_ ovan kan skrivas an = 27,5-1,059463""'
n=123..88

,/a farett och samma virde for alla tinkbara virden pé n.
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Amnesoverskridande brékrakning
Kanske skulle man i en grundskoleklass nigon ging kunna bjuda in skolans
musiklirare och med utgingspunkt i grundliggande musikteori férsoka fa
lite liv i vanlig brakrikning,

Musikens Elementa.

l

Hur lang tid en ton ska klinga har betydelse for musiken:

o J J S

Helnot Halvnot fjardedel attondel sextondel

P& matematiska: 0=JJ =JJJJ _)))J‘))))

For att 6ka lasbarheten drar man
ofta ihop noter med en balk som n - j )
ersattning for vimplarna.

/“\

Med en punkterad not férlanger man J
den noten med dess halva tonlangd.

Om ett musikstycke gari till exempel tre fjirdedels takt, innebir det att det
ska finnas exakt tre stycken fjirdedelar i varje takt. [ nottexten nedan star
takten angiven till viinster: 3/4.

En takt

ry g— —

Hejtomte - gubbar sla i glasen och lat oss lus-ti-ga va-—ra.

En mellanstadieklass till exempel skulle hir kunna fa faststilla om detta
stimmer: ir det verkligen 3/4 i den forsta takten?

Vibortser fran tonhdjden och koncentrerar oss pa takten och utgér fran
tre stycken renodlade fjirdedelar. Dirifrin ska eleverna sen ta sig till for-
sta takten i visan ovan. De kommer bland annat att stillas infor fragan vad
hilften av 1/8 ir.

D I I R R

11 1 1 (1 1 11 1 1 1 1 11 1 12
—+—+— = | [+ = |+ |+ = — =
4 4 4 4 \8 8 8 8 4 8 16) 16 8 16/ 16 16 4

Ja, Hej tomtegubbar gir i tre fjirdels takt. Den sista symbolen i notskriften ovan
ir ett paustecken. Hur ling ir den pausen uttryckt som en andel av takten?

| w
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Kontrapunkt och matematik — vissa analogier

Om vi dtervinder till barocken kan vi notera att under denna epok var fugan
en vanlig musikform. En fuga byggs upp av ett antal sjilvstindiga stimmor,
ochidenna polyfoni dterkommer alltid vissa si kallade kontrapunktiska tek-

niker. Négra av dem ir foljande:

Omvdindning: En given melodi vinds upp och ner.

Kriiftging: Melodin lises baklinges.

Omwind kriftgdang: Omvindning och kriftging samtidigt.
Huvudtema :..?pﬁ!.:

Omvdéindning

Krdftgdng

Omvdnd krdftgdng

Figuren ovan visar ett exempel. Men omvindningen ir ju egentligen inget
annat dn en spegling i en tinkt x-axel. Och kriftgingen likasa; en spegling
i en y-axel. Redan i de ligre matematikkurserna tar vi upp sddant hir, det
vill siiga kurvor som speglas, roteras och liknande. Om vi inte drar alltfor
stora viixlar pa detta, kan vi tillita oss att uppfatta dessa kompositionsidéer
som musikaliska analogier till bildsviten nedan himtad frin matematiken.

ix)\/ ~fn

]

\/\ i)

S~ |

—fl=x)

—

L~

/\/

En funktion y = f(x) dar En spegling i x-axeln,
given; vart huvud- motsvarande musi-
tema om man sa vill. kens omvdndning.

En spegling i y-axeln,
motsvarande musi-
kens kréftgdng.

En spegling i bada ax-
larna, motsvarande
musikens omvénda
krdftgang.

D4 en graf speglas i x-axeln forflyttas inte de punkter som ligger pa x-axeln.
Sa vilken linje eller vilket mellanrum utgor speglingsaxel i omvindningen i

andra notexemplet ovan?
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Matematikangest — gar det att férnimma?

Mainga av oss har nog emellanit i tysthet undrat vad det ir som iir si svart med
négot s elementirt som exempelvis vira potenslagar. Hir skulle kunna vara
platsen for lite praktiska tips i fragan. Men det ger vi oss inte in pa. Istillet ska
vi gora ett forsok att sitta oss in i den kinsla av olust som inte sillan uppfyl-
ler en matematiktrott elev. Hur kiinns det att inte férsta? Att kinna sig dum.
For att fa en genuin upplevelse av detta obehag, far vi betrakta nigot annat
inalgebra, da detta ir ett omrade dir vi matematiklirare kiinner oss trygga.

Notskrift och algebra ir inte samma sak, men de tvd "spraken” har inda
nigot gemensamt: bida utgdr abstrakta formuleringar av minskliga tankar.
Kanske foljande dvningar kan bidra till nigon form av inlevelse i den frus-
tration manga elever kiinner.

Nedan har vifem notskrifter frin vilkinda barnvisor. Vibefinner oss alltsa
pi en mycket lag niva, typ Mal. Fér den intresserade kollegan: para ihop not-
skrift med tillhorande titel utan att anviinda nigot instrument.
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"Logaritmer hallj; jag fattar nada.” Ja, abstraktionsnivan stiger pA Ma2 och
dirfor stiger nivan ocksa hiir. Vilken Beatlesldt hors klinga i notraden nedan?
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Kanske dessa sma parafraser pi algebra har gett ndgon lisare en fornimmelse
av hur det kan kiinnas nir nigot ganska enkelt upplevs som mycket svirt. For
en musiker ir alla dessa melodiévningar triviala.

Facit (som sig bor):
A-5 B-3 c-2 D-4 E-1
F Facit finns pa sidan 64.
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