Strovtag

med Thomas Lingefjird

Punkter och cirklar

ir vi talar om ldrande av ett imnesomride si kan vi knappast dver-
| \ | skatta vikten av en bra lidrare. Alla har vi forhoppningsvis beriittelser
om goda lirare som vi mott under var utbildningstid. Det kan vara
foreldsare eller andra som fitt oss att inse ndgot speciellt och jag vill beritta
om min matematiklirare pd divarande Gotabergsskolan, byggd 1906 med
30klassrum och 956 elever fordelade pa alla arskurser. Gotabergsskolan heter
nu International High School of the Gothenburg Region: IHGR. Jag gick diir
fran drskurs 1 till drskurs 6 under ren 1959-1965. Vir lirare var en liten kort-
vuxen kvinna som vi elever kallade Froken Ewaldz. Hon undervisade ossiflera
imnen, men det var just i matematik som jag fick speciella upplevelser.

Sverige och skolan var annorlunda da. Den sa kallade 40-timmarsveckan
hade innuinte vunnit laga kraft och iven vielever gick i skolan pd lérdagar under
mina fyra forsta skoldr. Det var inte pi nagot siitt s hemskt som det kanske later.
Bredvid Gotabergsskolan lag Landalaskolan, numera Aschebergsgymnasiet,
byged 1892 och med egen badinrittning i kiillaren med manga sma badkar och
enmindre bassing dir vi elever fick bada. FA hade badrum hemma, standard var
en kallvattenvask i koket och utedass pa girden. Aven stora barnfamiljer bodde
oftast i ett rum och kok. I andra och tredje klass fick jag bada i skolan trots att vi
hade badkar hemma. Om nigon pipekade att de hade badkar hemma s4 friiste
badtanten tillbaka: ”S3 siiger alla smutsiga pojkar.” Vi fick dven avligga simkun-
nighetsprov i bassingen i Landalaskolans killare.

Under storre delen av aret fanns det varma honokakor att kopa pa
Honobageriet pd Molinsgatan. Dessa bakades i en vedeldad ugn. En del hong-
kakor blev diirfor lite ojimna eller lite for mycket griddade och saldes billigt till
elever i omridet. P4 vararna fanns det en glassfabrik i Landala som var omtalad
for sin goda glass. Folk kom fran hela Goteborg for att handla glass dir — den
godaste glass jag ndgonsin har itit.

Lektionerna pé lordag formiddag dgnades 4t matematik. Ofta var det kon-
struktionsgeometri pa schemat. I drskurs 2 och drskurs 3 lirde vi oss konstruera
mittpunktsnormaler, bisektriser, ritvinkliga trianglar och liknande med pas-
sare och linjal. Vi lirde oss ocksd att markera punkter i koordinatsystem. En
lordag pa varterminen i drskurs 4 visade Froken Ewaldz hur vi med elemen-
tir konstruktionsgeometri kunde bestimma den cirkel som gick genom tre
bestimda punkter i koordinatsystemet. Jag har inte kvar uppgiften annat in
i minnet men jag tror att Froken Ewaldz markerade tre punkter pa tavlan i ett
koordinatsystem och berittade att det fanns en cirkel som gick genom dessa
tre punkter. Vi skulle hitta den cirkeln. Kanske bestimdes min yrkesbana av
den uppgiften som jag upplevde som bade vacker och intressant.
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Uppgiften som Froken Ewaldz gav oss 16d s hiir:

Om vi har tre punkter i planet givna och om inte punkterna ligger langs
en ratlinje, s& finns det en cirkel som gar genom dessa tre punkter.
Konstruera cirkeln.

Geometrisk [6sning

Den geometriska metoden att l6sa problemet som jag motte i drskurs 4 gar ut
pa attvilja tva av punkterna (A och Bi bilden) och dra ett linjesegment mellan
dem. Genom linjesegmentets mittpunkt drar vi en ortogonal linje mot linje-
segmentet (vilket vi kallade mittpunktsnormal i fjirde klass). Den forsta orto-
gonala linjen tas fram genom de tva stora cirklar som ir slagna med hjilp av
punkterna A och B, med A respektive B som mittpunkt. Den eftersokta cir-
kelns mittpunkt kommer da att ligga ndgonstans pa var nya linje. Genomfor vi
denna konstruktion for ett annat par av punkter (B och Ci bilden) s far vi cir-
kelns mittpunkt dir véra linjer skir varandra (D i bilden). Fran mittpunkten
till ndgon av punkterna pa cirkelranden kan vi markera radien. Vi fick givetvis
rita for hand och konstruera mittpunktsnormalerna med hjilp av passare och
linjal, men med Geogebra far det fljande utseende.

y

Algebraisk [6sning

En algebraisk metod for att 16sa problemet kriver viss insikt om Pythagoras
sats, om algebraisk hantering av variabler och om ekvationssystem och 16s-
ningsmetoder for dessa. Om vi vet koordinaterna for de tre punkterna kan vi
beskriva cirkeln med foljande ekvation: (x—a)?+ (y—b)*=72 Hir ir punkten
som ges av (a,b) cirkelns mittpunkt medan 7 star for cirkelns radie, x och y ir
koordinaterna for en godtycklig punkt pa cirkelns rand.

Eftersom de tre punkternamaste befinnasig pa cirkelranden kan vianvinda
ett ekvationssystem for att bestimma cirkelns ekvation. Lat oss siga att vi har
foljande tre punkter som befinner sig pa cirkelranden: A =(2,3), B=(5,6) och
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C=(8,3). Givet dessa tre punkter med koordinaterna (x, y) kan vi definiera ett
ekvationssystem. For punkterna A, B och Cfar vi

(2-a)’+(B-bP=r? < a’~4a+b*—6b+13=7?
(5-ay+(6-b)?*=r? < a’~10a+b>~12b+61=72
(8—a)+(3-by=r? < a’-16a+b*-6b+73=7?
Ett ekvationssystem med tre ekvationer och tre variabler ir losbart for alla vari-
abler. Om vi loser detta ekvationssystem sa far vir=+3,a=50ch b=3.

Losning med hjalp av datorprogrammering

Eftersom detta skrivs nu nir programmering ir aktuellt i svensk skola tar jag
chansen att programmera konstruktionen i tva olika miljder: Geogebra och
Python. De bida systemen klarar problemet utan svarigheter men kommando-
strukturen ser olika ut.

Geogebra

Geogebra gir att programmera med glidare for punkterna, vilket skapar moj-
lighet att paverka situationen och utforska olika fall. Dessutom har Geogebra
ettinbyggt menyalternativ for just var konstruktion. Geogebra erbjuder ocksa
areaberikning och bestimning av radie fér en sidan cirkel.
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@ Cirkel (medelpunkt och periferipunkt)

@ Cirkel (medelpunkt och radie)
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radie = 1.58114
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Python

I Python kan vi tillta att anviindare matar in tre punkter men hir har jag gjort
dettapdraden center, radie = define circle((2, 3), (5, 6), (8, 3))

# Copyright Thomas Lingefjard

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import math

fig, ax = plt.subplots()

def define circle(pl, p2, p3):

# Denna definition tar emot tre punkter. Om de tre punkterna
ligger pa en linje returneras (None, infinity).

temp = p2[0] * p2[0] + p2[1] * p2[1]

bc = (pl[0] * pl[0] + pl[l] * pl[l] - temp) / 2

cd = (temp - p3[0] * p3[0] - p3[1] * p3[1]) / 2

det = (p1[0] - p2[0]) * (p2[1] - p3[1l]) - (P2[0] - p3[0]) * (p1[1]
- p2[1])

if abs(det) < 1.0e-6:

return (None, np.infinity)

# Cirkelns centrum

cx = (bc*(p2[1] - p3[1]) - cd*(plll] - p2[1])) / det

cy = ((pl[0] - p2[0]) * cd - (p2[0] - p3[0]) * bc) / det

radie = math.sgrt((cx - pl[0])**2 + (cy - pl[1l])**2)

return ((cx, cy), radie)

# Nu skickar vi punkterna

center, radie = define circle((2, 3), (5, 6), (8, 3))

if center is not None:

circle = plt.Circle(center, radie)

plt.gcf().gca().add artist(circle)

area = radie*radie*math.pi

print(”\nCirkelns area = %.2

print(”Cirkelns radie = %.2f” %$radie, ”ldngdenheter”)

I

%area, "areaenheter”)

# Koordinatsystem

plt.x1lim(1l, 3*radie)

plt.ylim(-1, 7)

plt.show()

plt.savefig(”Cirkel genom tre punkter.png”)

Repl.it svarar:
Cirkelns area = 28.27 areaenheter 7
Cirkelns radie = 3.00 lingdenheter
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Lararens betydelse

Dagens moderna hjilpmedel fanns inte nir jag gick i skolan. Men bra lirare
har nog alltid funnits. Det ir viktigt att vara medveten om att alla lirare kan
striva efter att tinda stjirnor i elevers dgon. For mig var matematik roligast niir
jag gick i drskurs 4—6. Direfter forsvann konstruktionsgeometrin. I hogstadiet
blev det mycket repetitivt riknande och ganska f4 upptickter. Jag kommer
inte heller ihdg min matematiklirare i drskurs 7-9. Konstigt.

Genom att granska mer in 500000 studier genomforde John Hattie pa
University of Melbourne metaanalyser dir han rankade olika typer av influ-
enser pa elevers lirande och prestationer. Hattie fann att den péiverkan som
lirare har ir storre 4n andra faktorer som ofta far stérre genomslag i den all-
minna debatten, sdsom antal elever, digitalisering, individualisering, urval
relativt prestation eller schemadetaljer. Det visade sig att de influenser som slar
ut alla andra faktorer ir relaterade till lirare. Av betydelse ir dels de forviint-
ningar som lirare visar for en elev, dels det lirarkunnande som liraren visar i
sin undervisning.

Jag hoppas att manga av er lirare som liser denna artikeln kan inspirera era
elever till att f4 intresse for matematik. Aven om verktygen ir annorlunda idag
s& dr upptickter och insikter nigot som gor avtryck i vara hjirnor. Kanske kan
ni gora era elever samma tjinst som Froken Ewaldz gjorde mig,

Du hittar Geogebra- och Pythonfilerna pa féljande adresser:
https://www.geogebra.org/classic/whceb9ng
https:/repl.it/@ThomasLinge/Cirkel-genom-tre-punkter
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