Fva Flép

Varfor kombinatorik i skolan?

Vad finns det for argument for att ldra ut kombinatorik? Vilka uppgifter kan vara
lampliga nar lararen vill arbeta med kombinatoriska resonemang? Har diskuteras
mojligheter till utveckling av kombinatoriskt tankande och hur man kan skapa
progression fran arskurs 1 till 9.

pd hur mdnga olika sdtt en viss hindelse kan intriffa. Forskning visar att

manga missuppfattningar kring sannolikhet beror pa bristande kom-
binatoriska resonemang. Det pekar pa vikten av en tydlig och systematisk
dvergang fran kombinatorik till sannolikhetslira. Kombinatorik ir den gren
av matematiken som handlar om att bestimma antalet mojligheter som ett
antal givna objekt med vissa egenskaper kan kombineras. Med matematisk
terminologi innebir det att vilja ut och ordna element i en mingd.

I kombinatorik kombineras objekt eller egenskaper, eller alternativa
handlingsmojligheter. Dessa kan kallas variabler, men en annan term som
anvinds for att innefatta sd minga olika kategorier ir att prata om element,
ett ord himtat frain miangdliran. Nir ett kombinatorikproblem tolkas maste
problemldsaren kunna faststilla svar pa f6ljande frigor:

S annolikhetslira handlar bland annat om att kunna svara pa frigan om

4 Hur ménga givna element finns det?

+ Arallaelement olika, eller finns det nagra som ir samma?
4+ Kan samma element anviindas upprepade ganger?

4 Vilka andra forutsittningar eller villkor finns?

Kombinatorik i laroplanen

Kombinatoriken finns inskriven i den nuvarande kursplan for drskurs 4—6
(enkel kombinatorik) och &rskurs 7-9 (kombinatoriska principer i olika situa-
tioner). Men kombinatorik finns iven pa lgstadiet, dir alla fragor som handlar
om att studera slumpmissiga hiindelser i konkreta situationer kan uppfattas
och behandlas som kombinatoriska fragor. Unga elever kan anvinda labora-
tivt material for att bestimma antalet siitt en hiindelse intriffade. Aven om
man i drskurs 1 och 2 kan néja sig med en uppriikning av nigra kombinato-
riska alternativ bor man striiva efter att skriva ner losningarna pé ett tydligt
och strukturerat sitt och muntligt diskutera grundliggande lésningsidéer.
Milet ir att eleverna si smaningom ska kunna hitta alla mojliga kombinationer.

En visentlig forutsittning for undervisning om kombinatorik ir att lira-
ren sjilv kan 16sa uppgiften, inte bara genom att testa sig fram utan dven pa
djupet forsta de matematiska modeller som kan anviindas for att vara siker
pa att man har hittat alla mojligheter.

NAMNAREN NR2-2023 13




Undervisningen i imnet matematik ska ge eleverna forutsittningar att
utveckla fsSrmagan att analysera och 16sa problem med hjilp av matematik
och attfora och flja matematiska resonemang. Genom kombinatoriska akti-
viteter utvecklar eleverna ocksa sin formaga att gora beriikningar, att komma
med strategiska gissningar och att generalisera. Framforallt ges de mojlighet
att utveckla ett systematiskt tinkande som kan vara en viktig kunskap nir
de senare arbetar med statistik eller lir sig att l6sa ekvationer.

Det ir vilkint att de flesta kombinatoriska problem inte kan ldsas helt
instrumentellt. De kriver kritiskt tinkande, vilket aktiverar strategisk pla-
nering och metakognitiva formaga, vilket i sin tur resulterar i férbittrad pro-
blemlésningsforméga dven i andra sammanhang.

Kombinatorik for konstruktivt tdnkande

En av matematikundervisningens viktigaste uppgifter ir att utveckla elev-
ernas konstruktiva tinkande och forméga att skapa matematiska modeller.
Det finns enligt forskningen sju utvecklingssteg som kan foljas i undervis-
ning om kombinatorik i grundskolan.

Utveckling av systematiseringsférmagan.

Upptickten av strategier for att rikna ihop antalet fall.

Upptickten av matematiska modeller.

Kritisk granskning av vad som hiinder nir modellen inte fungerar.
Anvindning av objektrepresentationer (konkreta representationer).

. Anvindning av visuella representationer.

N o AW

Anvindning av kombinatoriskt tinkande i nya sammanhang, till
exempel pd geometriska problem.

I den hirartikeln beskriver jag tva matematiska modeller som kan anvindas
for att [6sa manga kombinatoriska problem. Tanken ir att belysa ndgra egen-
skaper som ligger bakom minga av problemen i ligre arskurser, och genom
dem lyfta fram de vanliga matematiska idéerna. For varje uppgift beskriver
jag dessutom en progression genom grundskolans olika stadier, dir jag visar
hur samma uppgift och samma matematiska idé kan lyftas till ett alltmer
generellt resonemang.

Multiplikationsprincipen

Jag borjar med att presentera tvd uppgifter som till det yttre kan se helt olika
ut: ett problem med Cuisenairestavar och ett med en spindel som kryper
pa en kub. Problemen kan man arbeta med var for sig, men de matematiska
idéerna bakom uppticks bist om lésningarna sedan jimfors och eleverna
far chans att uppmirksamma analogin mellan de tva problemen. Det hjil-
per mycket om man ritar triddiagram for bida uppgifterna, som (trots den
skenbara skillnaden) kommer att vara helt lika. Det ir tva olika kontexter
som kan illustreras med samma matematisk modell.
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Problem 1 — Cuisenairestavar

Cuisenairestavar dr smé avlanga klossar i olika firger dir varje lingd har en
viss firg. Stavarna ir ett vanligt forekommande laborativt material pa 1ag-
och mellanstadiet. Stavarna saknar gradering vilket gor att de kan anvindas
till att representera olika matt och enheter. Cuisenairestavar kan exempelvis
anvindas for att visuellt illustrera de fyra riknesitten, brik eller grundlig-
gande principer for mitning. Stavarna ir mellan 1cm och 10 cm 1anga och
siljs i flerpack.

Utgé fran den ldngsta staven som ar orange. Plocka fram de stavar
som ar gula, ljusgréna och réda. Légg dessa i kombinationer sd att
varje rad blir lika Idng som den orangea och innehdller en stav av
varje farg. Pa hur manga satt kan det goras? Hitta alla alternativ!

Klassaktivitet

I klassrummet kan det vara limpligt att Liraren delar upp klassen i grup-
per, till exempel tre elever i varje grupp diir en ir sekreterare och tva testar
olika alternativ. Varje grupp arbetar med problemet och bokf{or sina kom-
binationer under en viss bestimd tid. Sedan sammanstills allas resultat pa
tavlan genom att kombinationerna skrivs upp. En helklassdiskussion foljer
utifrin fragorna:

4+ Har vi fatt fram alla méjliga fall?
+ Hur vet videt?

En fullstindig lisning av Problem 1 med konkret representation.

Att nd en fullstindig losning

Behovet av fullstindighet utvecklas inte nddvindigtvis hos barn pa egen
hand. En lirare kan behovas for att ta upp fragan: finns det ytterligare ett
fall eller inte? Hur kan eleverna se om de har lyckats hitta alla mojliga fall
ellerinte, och om inte vilka som saknas? Losningen och helklassdikussionen
kan se olika ut for elever pa lig-, mellan- eller hogstadiet, och dven for elever
i samma drskurs som befinner sig pa olika utvecklingssteg i kombinatoriskt
tinkande. Hur kan progressionen se ut?
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Stortera och strukturera

P4 lagstadiet kan 1dsningen vara att sortera data och beskriva resultat fran
undersdkningar genom att gora en tabell, diskutera stavarnas ordning och
position och identifiera ekvivalenta fall, det vill siga de kombinationer som
kan betraktas som samma. Det handlar om att lista alla mojliga fall, sedan
sortera och strukturera de hittade fallen och uppticka vad som saknas.
Antingen kan man forst skapa en lista och sedan leta efter ett system, eller
s& kan man bygga ett system "i forvig” for att utifran det hitta alla mojliga
fall som uppfyller de givna villkoren.

Vinster | Mitten Hoger
gron rod gul
gron gul rod

gul gron rod

gul rod gdrn
rod gron gul

rod gul gron
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En fullstindig l6sning av Problem 1 med en tabell (visuell representation).

Triddiagram

Pi mellanstadiet kan 16sningen vara att géra ett triddiagram och genom det
bestimma antalet méjliga fall. Det handlar om en medveten identifiering av
de tre val som gors i uppgiften. Helklassdiskussionen handlar om att upp-
ticka regelbundenheter genom att observera, karakterisera och notera for-
dndringen av antalet observerade fall. Nir man kinner igen strukturen for
ett aktuellt problem har man redan tagit ett stort steg mot generalisering.

forsta staven

andra staven

tredje staven

Triddiagram dver de tre valen som gors i Problem 1 (visuell representation).




Multiplikationsprincipen formuleras

P4 hogstadiet kan 16sningen vara att anvinda multiplikationsprincipen for
att berikna antalet mojliga fall. Det ir da limpligt att utga fran triddiagram-
met for att forstd den matematiska idén bakom principen.

Anvinds multiplikationsprincipen far vi: 3-2-1=6

Faktorerna i multiplikationen ges av antal méjliga val i varje steg i triddia-
grammet. Helklassdiskussionen handlar om att generalisera principen:

L4t oss anta att vi kan vilja forsta staven pa m sitt och andra staven pan
siitt, da kan de tva valen efter varandra goras pd m-n siitt.

Skapa en analog uppgift

Att kunna skapa en ny uppgift med exakt samma struktur (en analog upp-
gift) ir ytterligare ett stegi utvecklingen av kombinatoriskt tinkande. Borja
d4 med att identifiera de grundliggande villkoren. I vart fall ir villkoret att
det finns tre element och att varje element fir anvindas exakt en ging i varje
rad. Hitta diirefter p en ny kontext som har samma grundliggande villkor.
Problem 2 ir ett sidant exempel.

Problem 2 — Spindelns vig

En spindel forflyttar sig fran kubens ena horn till kubens motsatta
horn genom att rora sig langs kanterna pa kuben. Spindeln kan bara
rora sig framat, inte vanda tillbaka, och vill ga sa kort stracka som
majligt. Rita de olika mojliga vdgarna i bilden!

Hur manga olika vagar kan spindeln ta?

<y BN <>

Den kortaste viigen innebir att det gors tre val (spindeln gir lingst tre kan-
ter) pa viigen fran det nedre viinstra hornet till kubens motsatta horn, det vill
siga det dversta hogra hornet. I det forsta valet kan spindeln ta en av tre viigar,
direfter en av tvé (eftersom den inte vinder om) och i sista valet vill spin-
deln alltid den kortaste viigen och har dirfor bara en méjlighet. Det innebiir
att vi kan anvinda samma matematiska modell som i Cuisinaireproblemet.

Det hjilper mycket om man ritar ett triddiagram, som trots den sken-
bara skillnaden kommer att vara helt likt triddiagrammet i Problem 1. Det
ir tva olika kontexter som kan illustreras med samma matematiska modell.
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Utmaning: Problem 3 — Kortlek med katter

Nir man kiinner igen strukturen for ett aktuellt problem har man redan
tagit ett stort steg mot generalisering. Nista steg kan vara att skapa ytterli-
gare ett problem med samma struktur men med variationer nir det giller
antal objekt (element). Problem 3 blir ett steg till generalisering av resone-
mangen i Problem 1 och 2.

Sara och Viktor bestdmde sig for att gora ett eget kortspel med
bilder av sina tva katter: Iris, den bruna katten och Sinus, den vita
katten. De utformar korten pa foljande satt:

P& varje kort finns det en katt, antingen Iris, den bruna katten
eller Sinus, den vita katten.

 Katten har antingen en boll eller s& har den inte ndgon boll.
Férgen pa bollen kan vara bla eller réd.

 Katten har antingen halsband eller s har den inte halsband.
Fargen pa halsbandet kan vara rod eller gron.

Sara och Viktor gér ménga kort sa att de till slut har kort med alla
mojliga kombinationer. Har &r ndgra exempel:

a. Hur manga kort finns det dar en katt (antingen Iris eller Sinus)
sitter utan halsband och utan boll?

b. Hur manga kort finns det dér Iris (den bruna katten) sitter utan
halsband bredvid en boll?

C. Hur manga kort finns det med en rod boll?
d. Hur ménga kort har de tillverkat totalt?

Problem 4 — Byxorna

Vad hinder nir modellen inte fungerar? Titta pa niista problem och fundera

pé vad som skiljer det frin Problem 1 och 2.
B|Y |X|O
Pd hur manga sdtt kan du ldsa ordet BYXORNA | Y | X [O | R
omdu barafarldsa athdger och nerat i tabellen?
Hitta alla alternativ! X|O|R [N
OR[N|A
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Additionsprincipen

Frigan Pd hur mdnga sdtt? kinner vi igen fran de tidigare problemen, men
i Problem 4 har vi ingen hjilp av multiplikationsprincipen och kan inte rita
ett triddiagram for att hitta [6sningen. De tva nya problemen, Problem 4
och 5, kan man arbeta med var for sig iven nu, men de matematiska idéerna
bakom upptiicks bist om ldsningarna sedan jimfors och eleverna far chans
att uppmirksamma likheter och skillnader mellan dem.

Klassrumsaktivitet

Pa lagstadiet kan det vara limpligt att liraren delar upp klassen i par. Varje
par liser uppgiften och borjar med att svara pa foljande friagor for att klar-
gora vad problemet handlar om.

4 Vilket ord méste du lisa frin bokstavstabellen? (BY XORNA)

4+ Var ska man bérja? (bokstaven B)

4 Var ska man sluta? (bokstaven A)

4 Tvilken riktning kan du rora dig nir du liser? (hoger eller nerat)

4+ Hur manga steg miste du ta? (sex steg)

Den ena eleven ska sedan instruera kompisen hur hen kan rora sig i tabel-
len for att kunna lisa ordet BY XORNA (till exempel: Ga forst nerdt ett steg,
sedan hoger tre steg, sedan nerat tvé steg). Direfter byter elevernaroller och
den andra eleven instruerar kompisen hur hen ska réra sig i tabellen for att
kunna lisa ordet BY XORNA pi ett annat sitt. Lat eleverna ha tillging till

manga tabeller si att de kan firgligga de olika viigarna. Fortsiitt pi samma siitt
tills ingen av eleverna kan komma pa fler olika viigar. Exempel pé losningar:

B.[vy[x[o Ry [x[o By [x[O
v Ixlole v [x|o[R v |x|o|R
x|[o|RrR[N] xlolrIN 'x|[o[rR|N
O|R[N[A] O|R[N[A] olrRINIA

Sortera och strukturera
En helklassdiskussion foljer utifran fragorna:

+ Har vifitt fram alla mojliga fall?
4+ Hur vet videt?

Pa lagstadiet kan 18sningen handla om att lista de fall eleverna har hittat
och sedan hjilpas at att sortera dem och finna en struktur for att upptiicka
saknade fall.

P mellanstadiet kan [6sningen vara att gora en tabell och genom den
bestimma antalet mojliga fall. Det handlar om en medveten identifiering
av de val som gors i uppgiften. Helklassdiskussionen handlar om att upp-
ticka regelbundenheter genom att observera, karakterisera och notera for-
indringen av antalet observerade fall. En bra friga pa vigen kan vara: P4 hur
manga sitt kan man ta sig till en viss ruta?
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111 I I den hir tabellen finns noterat antalet sitt att ta sig
till varje ruta utifran problemets forutsittningar. Varje
2 |3 |4 | siffraitabellen motsvararantaletolika vigar mankan ta
3

for att komma till den bokstaven som stir i respektive
10 | ruta.Itabellen framtrider det triangulira talmonster

—_ | | = | =

som kallas Pascals triangel. Svaret pa frigan ir att ordet
4 110120 | BYXORNA kan lisas pa 20 olika sitt.

En fullstindig lisning av Problem 4 med en tabell.

Additionsprincipen formuleras

P4 hogstadiet kan 16sningen vara att anvinda additionsprincipen for att
berikna antalet mojliga fall. Det dr da limpligt att utga fran tabellen for
att forstd den matematiska idén bakom principen. Nagot férenklat skapas
varje tals virde av summan av de tva talen i rutorna ovanfor och till vinster.
Helklassdiskussionen handlar om att generalisera principen.

Bilden visar att vi kan gi in i C-filtet om och

endast om vi tidigare har varit pa antingen filt m A
AcellerB. n_[m+nie—C
L4t oss anta att vi kan ta oss till filt A pa m sitt, T
och till filt B pa n siitt, d4 kan vi ta oss till filt C B
pa m+n sitt.

Problem 5 — Trappan .

P& hur manga satt kan vi ga upp for en
femstegstrappa om vi kan ta ett eller tvd
steg dt gangen?

Hitta alla alternativ!

Klassrumsaktivitet

Pa lagstadiet kan det vara limpligt att liraren delar upp klassen i par. Varje
par liser uppgiften och borjar med att svara pa foljande fragor for att klar-
gora vad problemet handlar om.

4 Var ska man borja? (trappsteg 1)
4+ Var ska man sluta? (trappsteg 5)
4+ Tvilken riktning kan du réra dig? (bara uppit ett eller tva steg i taget)

Den ena eleven i gruppen ska instruera kompisen hur hen ska réra pé sig pa
trappan for att hamna pa trappsteg 5 (till exempel: Ta ett steg i taget). Skriv
ner talféliden (1, 2, 3, 4, 5). Direfter byter eleverna roller. Den andra eleven
instruerar kompisen att gi upp for femstegstrappan pa ett annat sitt och
skriver upp talfoljden (till exempel 2,3, 5). Fortsitt pa samma siitt tills ingen
av eleverna kan komma pé fler olika sitt.
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Sortera — strukturera — formulera

P4 samma siitt som i Problem 4 kan elever pa ligstadiet 16sa Problem 5 genom
att lista sina hittade fall och sedan forsoka sortera dem si att de kan upp-
ticka om det fattas fall.

P4 mellanstadiet kan 16sningen vara att gora en tabell och genom det
bestimma antalet mojliga fall. Det handlar 4terigen om en medveten iden-
tifiering av de val som gors i uppgiften. Helklassdiskussionen handlar om att
uppticka regelbundenheter genom att observera, karakterisera och notera
forindringen av antalet observerade fall.

Hir kan man anvinda strategin "tinka baklinges”, det vill siga borja med
att skriva ner det antal steg som tas i sista klivet. Eftersom man antingen
kan taetteller tvi stegitaget kan man bara gi upp till det 5:e steget om man
gir frin antingen det 4:e eller det 3:e steget. Vi far dirfor tvi grupper med
talfoljder. I den forsta gruppen finns alla sitt som avslutas med att ga fran
trappsteg 4 till 5, i den andra gruppen alla sitt som avslutas med att gi frin
3 till 5. Samma resonemang fors sedan for att ta reda pa hur vi kan komma
till steg 4 respektive steg 3.

Viseritabellen att det finns fyra sitt att ga for att komma till 4:e trappste-
get och tre sitt till 3:e trappsteget vilket innebir att det totalt finns 4 +3=7
sitt att gd upp till det 5:e trappsteget.

fran4dll5 | fran 34ll 5
12345 1235
1245 135
1345 235
245

En fullstindig lsning av Problem 5 med en tabell.

Pa hogstadiet kan Problem 4 och 5 jimforas. Eleverna kan forsoka att till-
sammans beskriva de gemensamma dragen i bida problemen. En generell
princip skulle kunna formuleras pé foljande sitt:

Ett visst objekt A kan viljas pd m sitt, ett annat objekt B pa n sitt. Vi
undrar pa hur ménga siitt kan vi vilja "antingen A eller B”. Svaret ir pa
m+n sitt.

Avslutande reflektion

Vi kan se att bakom kombinatorikens grundliggande principer ligger flera
av matematikens omriden, bland annat upprikning av tal, antalsuppfatt-
ning och utférandet av berikningar. Kombinatorik limpar sig ocksa vil for
problemlésning eftersom den ger en grund for meningsfulla problem som
kan 16sas pa olika siitt och med hjilp av en mingd olika modeller och repre-
sentationer. Det ir viktigt att vilja uppgifter som hjilper till att bygga ett
tinkande klassrum, men det ricker inte med bra uppgifter. Vad liraren gor
med uppgifterna ir avgérande! Liraren har stor friheti sin tolkning av liro-
planen, men dven ett stort ansvar att folja den och att skapa progression for
att férdjupa elevers kunskaper och éppna nya matematiska dorrar.

N

NAMNAREN NR2-2023 21



