Att starta med problem

Bengt Ulin

Problemlésning kan ses bade som medel och mal i all undervisning. |
denna artikel beskrivs hur problemldsning kan anvéndas som ett sétt att
ndrma sig matematiska begrepp. Med ett undersékande arbetssétt som
stimulerar fantasin kan alla elever arbeta utifran samma problem. Indi-
vidualiseringen bestar da i hur och pa vilken niva problemet angrips.

Inre och yttre verklighet

”Det maste ha dr6jt manga generationer
innan man upptickte att ett fasanpar och
ett par dagar bada var exempel pé talet tva”,
yttrade Bertrand Russell en gang (citerat
efter den svenska dversittningen av Tobias
Dantzigs bok Talen — vetenskapens sprdk).

Att rdkna dagar dr ju inte detsamma som
att rikna faglar. Det kan vara svart nog att
pa samma sétt rdkna sa ganska likartade
ting som flata foremal och runda féremal.
Det finns ett folk i British Columbia som
anvinder olika uppsittningar av rikneord
for dessa tva slag av foremal och som dér-
utover har fem uppsittningar, bl a f6r mén-
niskor och for kanoter. Vi kan forstd att
det ror sig om ett batfolk. ”Det konkreta
foregick det abstrakta” sdger Dantzig i sin
bok.

Aven i pedagogiken ir det en bra tum-
regel att 1ata det konkreta komma fore det
abstrakta, att 1ata det abstrakta mogna fram
ur det konkreta. Stimulans fran en yttre
verklighet hjélper oss i uppvixtaldern att
orientera oss allt bittre i en inre verklig-
het, i en virld dér tankarna ar lika verkliga
som bord och stolar i sinnevirlden.

Men hur skulle talbegreppet utvecklas
om vi i arskurs 1 alltid 14t barnen arbeta
med tdndstickor? Nér jag som barn gick i
den da s k smaskolan, riknade vi (alltfor)
ofta med trikuber. Nej, ska talbegreppet
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utvecklas bra, sa ska vi ge eleverna en bro-
kig uppsittning av objekt, ibland ridkna
med nétter, ibland med pengar, ibland med
minuter osv. Barnen kommer d4, till skill-
nad fran batfolket i Kanada, att befésta sitt
heltalsbegrepp, det som idr 6vergripande i
mangfalden av objekt. Ddremot ska vi inte
blanda olikartade objekt som the new
math” utsatte barnen for i borjan av 1970-
talet, da en nyckel, ett 6ra, en boll och ett
par glasogon kunde bilda en méngd — nis-
tan surrealistiskt, och fullkomligt omate-
matiskt. The new math illustrerade f 6 all-
tid antal procent med fidrgade rutor i en
kvadrat med 100 rutor — dven det ett exem-
pel pé en begrinsning som hdmmar utveck-
lingen av ett begrepp, i detta fall procentbe-
greppet.

Begrinsningar finns tyvérr fortfarande
kvar i liromedlen. Jag tinker ndrmast pa
de sa viktiga begreppen derivata och inte-
gral. Det forra spikas fast som lutningen
hos en kurvtangent, det senare som en area
under en funktionskurva. I sjdlva verket ar
tangentens lutning och arean under en kur-
va endast exempel pa vad en derivata res-
pektive en integral kan innebira, ja kurv-
tangentens lutning och arean under kurvan
maste definieras som ett virde hos deri-
vatan och hos en integral. Den valda vi-
gen blir alltsd bade omatematisk och in-
skrinkande pa begreppsutvecklingen. Pa
den senaste biennalen, i Sundsvall i janua-
11 1996, horde jag till min gléddje ett fore-
drag av Hans Wallin, som férebadade nya
grepp pé introduktion av integraler i kom-
mande laromedel.
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Problemlosning borjar med
fantasi ...

Att undervisa i matematik bor till en vé-
sentlig del vara att hjilpa eleverna till att
lita pa sitt eget tinkande. Hdr spelar pro-
blemlosningen en viktig roll. Vi ska skilja
mellan problemldsning och reprislésning
av ett problem som vi moétt tidigare. Om
vi kidnner igen en problemuppgift ror det
sig faktiskt inte om ett “riktigt” problem.
Vi star infor ett problem nir vi inte vet hur
vi ska ta itu med det. Ett problem &r alltid
ett nytt problem. Dirfor ger det alltid na-
gon ny erfarenhet, oavsett om vi 19ser det
eller inte. Om jag kor fast och tar hjélp kan
jag observera hur det kom sig att jag ham-
nade i en aterviandsgrind och ldra mig av
en sadan erfarenhet. Problemlésning blir
nédgot positivt, om vi bara kan komma pa
nagon idé, en ansats till 16sning. I borjan
maste vi satsa pa nagon upptakt till 16s-
ning. Det handlar hir om en bred skala av
fantasi, frn chansartad gissning, aning och
rentav blixtartad intuition, till en kombi-
nation av tidigare kunskaper.

Vid en middag fragade nagon David
Hilbert, beromd matematikprofessor i
Gottingen, varfor en av hans doktorander
hade lamnat institutionen och blivit roman-
forfattare. "Han hade inte nog fantasi for
matematik, men tillrickligt for romaner”,
blev Hilberts kyliga men mahénda triaffan-
de svar. All problemldsning borjar med en
yttring av fantasi. Praktfulla historiska ex-
empel pa att det dr sa finner vi i det som
riddats kvar av Arkimedes skrifter, framst
hans markliga hirledningar av parabelseg-
mentets area och sfirens volym. Aven om
man kan siga att allt mer avancerad mate-
matik kriaver allt mer av kreativitet, sa finns
det mycket utrymme f6r fantasi redan pa
det tidigaste skolstadiet och det dr oerhort
vikigt att vi ger eleverna tillfélle att utveck-
la den. Lat oss se pa ett exempel:

Vid ett vigskdl finns en skylt som visar
Almvik 44 om man tar av dt hoger, och
Brohult 51om man tar av dat viinster. Hur
lang och hur kort kan féirdvéigen vara fran
Almvik till Brohult?
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Att fardvigen inte kunde vara lingre én
44+51=95 (km) var eleverna i en mellan-
stadieklass 6verens om. Didremot variera-
de buden om hur néra varandra de tva or-
terna 1ag. En elev sa 750 meter”. Det It
onekligen spannande, sé vi Onskade alla att
fa se en kartskiss. Resultatet blev det som
figuren visar: en & skiljer de tvé orterna at!

Rika uppgifter

I de flesta klasser varierar elevernas fal-
lenhet och intresse for matematik en hel
del. Lararen har en viktig uppgift att forse
eleverna med uppgifter av lamplig svarig-
hetsgrad, sirskilt de avancerade eleverna
och de radvilla. Allra bist fungerar indi-
vidualiseringen da vi ldrare kan ge sadana
uppgifter som erbjuder ett mer utbrett un-
dersokningsomrade. Da kan alla elever ar-
beta med samma uppgift och eleverna kan
ta for sig sa mycket av uppgiften som pas-
sar dem. En uppgift som latt sporrar elever-
na till egna strovtag &r att undersoka om
ett naturligt tal dr rikt, fattigt eller perfekt.
Rikt dr ett tal n, om dess delare (< n) har en
summa som Overstiger n. Ex: 12 har de-
larna 1, 2, 3, 4 och 6 med summa 16. Ef-
tersom 16 &r storre dn 12 dr 12 ett rikt tal.

Ett tal som 10 ir fartigt, ty dess delar-
summa 1+2+5 &r mindre &n 10. Om delar-
summan ir lika med utgéngstalet, sa sigs
detta vara perfekt. Lat eleverna finna tal
av respektive slag. Och dn mer, om vi kal-
lar delarsumman for s, kan de forsoka fin-
na tal n, sd att forhallandet s/n blir sa stort
som mdjligt. Insikten om att detta forhal-




lande faktiskt kan bli hur stort som helst &dr
avancerad, men eleverna hittar sikert tal
dér delarsumman atminstone dr dubbel sa
stor som talet. Hdr finns manga fragor att
stélla:

Kan delarsumman s vara 17 27 37 etc.
Kan tva tal ha samma s-virde? Kan s vara
lika med n+17 Osv.

Givetvis kan och ska vi emellanat utga
fran vardagssituationer men i regel ger
uppgifter inom den “rena matematiken”
storre svingrum for undersokningar. Att
da och da stro in uppgifter pa griasrotsni-
va, dvs uppgifter som inte kriver just nag-
ra forkunskaper alls, ger varje gang min-
dre kunniga elever nya chanser att oka sitt
sjalvfortroende genom att komma pa bra
uppslag. Lika oumbdrliga #r a andra sidan
uppgifter som kréver sddana forkunskaper
som eleverna borde ha forvirvat.

. . och leder fram till logiskt
tinkande

For att sidkerstilla riktigheten i en problem-
16sning maéste vi kunna prestera en moti-
vering eller ett bevis av nagot slag. Vi
maéste prestera en logisk tankegéng. Aven
detta framgar kristallklart i de nimnda hér-
ledningarna av Arkimedes. Han fann de
onskade formlerna pa intuitiv vdg och
maste sedan pa en helt annan vig bevisa
att formlerna var riktiga.

De ildsta kénda bevisen utfordes av gre-
kiska matematiker. Under 6:¢ drhundradet
f Kr grundade Pythagoras sin berdmda
mysterieskola i Kroton, en grekisk kustort
vid det nuvarande Italiens "halfot”. Forut-
om musik upptog heltalen pythagoréernas
varma intresse. De upptickte att summan
av successiva udda heltal dr kvadrattal:

1 =1 = 17
1+3 =4 = 27
1+3+5 =9 = 32

143+5+7 =16 = 42

Fortsitter summan att vara ett kvadrattal,
nér ytterligare udda tal successivt laggs till?
Det ir intressant att pythagoreerna fann
beviset genom att utga fran helheten, dvs

fran ett kvadrattal. Skulle man kunna dela
upp ett kvadrattal i en summa av successi-
va udda heltal? Eftersom grekerna alltid
strivade efter enkel askadlighet framstill-
de man ofta talen som s k figurativa tal,
speciellt kvadrattalen i form av en punkt-
kvadrat.

® 6 & 0 o
4 & ¢ & 0
¢ & © & O
® & ¢ o &
* o & 0 0

Figuren visar kvadrattalet 25. Problemet
blir nu omformulerat:

Kan man dela upp kvadraten i bitar som
svarar mot successiva udda tal och som vi-
sar att uppdelningen dr genomférbar for
vilket kvadrattal som helst?

e ® @ & o

Figuren visar grekernas 16sning. Det dr inte
svart att visa att 1osningen ir generell: om
kvadratsidan 6kar med 1 punkt, sé tillkom-
mer en “vinkelhake” med 2 punkter fler
dn den dittills storsta vinkelhaken.

Det finns andra losningar ocksd, som val
dar!

Det dr som bekant de 6ppna fragestillning-
arna som inbjuder till individuella elevlos-
ningar. Ju mer uppgiften har karaktér av
undersokning, desto storre blir majlighe-
ten till variation.

En del fragor har en 16sning som inte
kriver nagot logiskt resonemang; det rick-
er med att peka pa ett exempel eller ett
motexempel. Om vi fragar

Har varje multipel av talet 6, som dr
minst 6, ett primtal som granne, dvs som
ndrmast hogre eller ldgre tal?
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sa infinner sig svaret "av sig sjalvt” for den
som i tur och ordning provar med multip-
lerna 6, 12, 18, etc. Ritt ldnge finns en
primtalsgranne, men vél framme vid 120
finner den talmodige (och optimistiske) att
varken 119 eller 121 &r primtal. Exemplet
120 visar alltsa plotsligt att svaret dr nej.
Nér vi hittat ett motexempel blir det
”sudden death” for att anvdnda en sport-
term.
Om man déremot vénder pa fragan och fra-
gar

Har varje primtal storre dn 3 en 6-tals-
multipel som granne?

sa dr svaret ja! Hér skulle det bli ett Sisy-
fus-arbete att forsoka hitta ett motexem-
pel. Har maste man fora ett logiskt resone-
mang. Det dr inte svarare én att elever pa
mellanstadiet kan klara av det, séarskilt om
de ritar ut en rad stolar” dir heltalen far
ta plats. Pa var sjitte stol sitter forstas en
6-multipel.

12345678910111213 14...

Uppgifter for undersokning

Vi ska nu ga ett steg vidare och se hur fan-
tasi och logik kan ges spelrum inom ra-
men for ett undersokande arbetssitt.

Exempel 1

Ar summan av tre Jjdamna heltal alltid,
aldrig eller ibland delbar med 3?

Om svaret dr alltid, eller aldrig,
ge bevis.

Om svaret dr ibland — vad behover vi
krdva av de tre talen for att summan
ska bli delbar med 37

Hir édr en undersokning av trial-and-error-
typ tillrdcklig for att avgora att svaret &dr
“ibland”. Exempelvis dr summan 2+4+6
delbar med 3, medan summan 2+4+8 ej
dr delbar med 3.

Nu aterstir den svarare delen av upp-
giften. Vad ska vi kriva av de tre talen for
att summan ska bli delbar med 3?
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Hir behovs fantasi for en 16sningsan-
sats! An mer, det kriivs en logisk fortsétt-
ning, s att vi kan leda i bevis att det pa-
lagda villkoret ricker for delbarhet. Annu
ett snépp hogre vore att undersoka om det
pélagda villkoret dr nodvindigt (utdver den
tillracklighet som beviset garanterar).

Om eleverna 6vat division med rest

kommer de nog att beakta den rest som
division med tre kan ge. Med den ansatsen
bor malet vara inom riackhall, sdrskilt om
eleverna arbetar i grupper.
I en senare arskurs, dir eleverna har till-
gang till algebra som undersokningsred-
skap, kan de ansitta tre tal 2m, 2n och 2p,
eller dnnu bittre, med tanke pa delbarhet
med 3, tre tal vardera av typ 6p — 2, 6¢q
eller 6r+2.

En grupp finner att om vart och ett av
de tre jimna talen #r delbart med 3, sa ér
summan delbar med 3 (’forstas”); en an-
nan finner att om ett av talen dr delbart med
3 och summan av de tva andra dr delbar
med 3, sa dr summan delbar med 3.

Béda dessa grupper gor bra upptickter,
men det palagda villkoret &r inte nédvén-
digt. Det visar exemplet 2+ 8 + 14 som har
summan 24.

Det bade nodvindiga och tillrickliga
villkoret &ar att om de tre talen ar 6p+u,
6¢g+v och 6r+w, dir u, vochw dr—2,0
eller 2, sd ska summan av resterna,
u+v+w, vara delbar med 3.

Exempel 2

I en fyrhorning dr diagonalerna lika
langa och vinkelrdta mot varandra.

Vilka intressanta, eventuellt symmetri-
ska typer av fyrhorningar finns det
med sddana diagonaler?

Hur ska man hir komma ldngre &n till na-
got isolerat resultat med trial-and-error?
Vilken figur ska man borja med? Och hur
ska den figuren sedan varieras steg for steg,
sa att undersokningen ska kunna bli tdck-
ande? Hir stills fantasin infor uppgiften
att gora en systematisk undersokning, en
bra uppgift i t ex arskurs 8 eller 9.




Utgangsfiguren viljs med fordel sddan att diagonalerna
delar varandra mitt itu. Figuren blir da en kvadrat. Hur
ska man fortsétta? Hdar kommer idén att géra sma forand-
ringar. (Matematiken dr monsterbildande for annan forsk-
ning!) Alltsd - vi later den ena diagonalen forbli tudelad
och parallellforskjuter den andra. Ah, det blir drakar, spe-
gelsymmetriska fyrhorningar av draktyp! Och vidare? Nu
far ingen av diagonalerna ldangre vara halverad. Idén kan
bli att 1dta diagonalerna dela varandra i samma delnings-
forhéllande (skilt fran 1:1), t.ex. 1:2. Det blir en intressant
delundersokning, som dven den visar att figuren blir sym-
metrisk, men denna géng ett likbent parallelltrapets, alltsa
anyo med en symmetrilinje.

Aterstar fallet att diagonalerna delar varandra i olika
delningsforhallanden, ingetdera 1:1. Har kommer inte na-
got mer ut 4n vad vi visste fran borjan om diagonalerna.

Dérmed tidcker undersokningen alla tidnkbara fall och vi
kan redovisa resultatet som i figurerna.

Problemldsning och begreppsbildning viver i varandra.
De dr fundamenten for matematisk aktivitet. Begreppsbild-
ningen underlittar problemlosningen och omviint induce-
rar problemldsning hos eleverna en kunskapstorst efter nya
begrepp. Utan att forfalla till en skramentalitet bor vi kun-
na se matematiken som en viktig skolning, ja en unik skol-
ning, som utvecklar inre 6gon, enligt Platon mer vérdeful-
la @n tusen fysiska 6gon.
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