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Begreppsforstaelse genom
problemldsning

Problemldsning ar en fundamental del av matematisk verksamhet, men hur ska
problem utformas om syftet dr att utveckla elevens begreppsforstaelse? Har har
flera olika problem testats och reviderats for att skapa begreppsliga utmaningar.

defullt for elevers lirande i matematik. Med ett matematiskt problem

avses en uppgift for vilken en elev inte har enkel tillging till en firdig
losningsmetod. Férutom kreativa utmaningar med att konstruera delvis nya
l6sningsmetoder kan matematiska problem medfira begreppsliga utmaningar,
vilka kan bidra till reflektion och uthallighet, som i sin tur visat sig betydel-
sefullt {or att lira sig matematik. Samtidigt visar flera studier att matema-
tikundervisningen till stor del utgér fran liromedel diir majoriteten av upp-
gifterna ir av rutinmissig karaktir. Elever behover dock méta matematiska
begrepp pa olika sitt, och utformning och urval av matematiska problem
ir ett sitt att rikta uppmirksamhet mot specifika egenskaper, representa-
tioner eller andra aspekter av begrepp. Aven om det finns en hel del forsk-
ning om fordelar med att arbeta med matematiska problem generellt, ir det
begrinsat med kunskap om vad hos de matematiska problemen som bidrar
till utveckling av matematisk begreppsforstielse.

I \ran tidigare studier vet vi att arbete med matematiska problem ir vir-

Fem aspekter av matematiska begrepp

Som utgingspunkt i det projekt vi beskriver lingre fram i artikeln anvin-
des en teoretisk inramning av matematiska begrepp, diir fem olika aspekter
har identifierats. Dessa anses vara viktiga for att utveckla bide en bred och
djup forstielse for matematiska begrepp.

1. Egenskaper och definitioner
Till varje begrepp hor en definition. S& hir kan till exempel begreppen
cirkel, radie och diameter definieras:
En cirkel ir mingden av punkter i planet som ligger pa samma avstand,
cirkelns radie, fran en given punkt, cirkelns mittpunkt.
Diametern ir den dubbla lingden av radien och kan mitas frin en sida
av cirkeln till den andra genom att passera mittpunkten.

Genom definitioner synliggors ofta flera av ett begrepps centrala egenska-
per. Det ir viktigt att kunna beskriva och forsté ett begrepps egenskaper
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och definitioner. Aven om elever till exempel kan beskriva egenskaper hos
begreppet cirkel s som att dess diameter ir avstindet frin sida till sida genom
mittpunkten, s kan de ha svart att 16sa problem som innebiir att de maste
forsta att en diameter kan vara sdvil vertikal som horisontell. Detta relate-
rar dven till nista aspekt.

2. Typiska och atypiska situationer

Vid till exempel uppmaningar som Rita diametern i en cirkel! eller Tink
pd ett tall gdr personer det som dr mest naturligt for dem. En elev som mes-
tadels ser exempel diir diametern visualiseras med hjilp av en horisontell
stricka kan 3 svért att 16sa problem dir de maste férstd diametern som en
lodrit striicka. En elev som ombeds siga ett tal uppger antagligen ett natur-
ligt tal mellan 1och 20, och inte ett negativt, rationellt tal eller komplext tal.

3. Representationer

Representationer anvinds for att beskriva matematiska begrepp. Hir ir
négra exempel pa olika typer av representationer av cirklar, tal och rikning:

Konkret:  ett cykelhjul (for cirkel), tre nallar (for antal nallar)

Bildlig: ritar en ring (for cirkel) eller ritar tre nallar (for antal nallar)
Ord: tre (for tal, antal), tredje (for ordning), addition, summa
Tkonisk:  ritar tre streck (for antal nallar), anviinder stérre och mindre

knappar (fér hel och halv)
Symbolisk: 3 (for tal, antal, ordning), + (for addition), A (for avstind
eller skillnad), en tallinje (for tal, stricka, operation)
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Olika representationer synliggor ett begrepp p4 olika sitt. Att arbetamed att
tolka olika representationer och att skifta mellan och anviinda olika repre-
sentationer anses dirfor bidra till att utveckla forstielsen for ett begrepp.

4. Hierarkiska och icke-hierarkiska samband

Matematiska begrepp relaterar till varandra pa olika siitt. Att en kvadrat ir
enslags rektangel somi sin tur ir en parallellogram ir ett exempel pa en hie-
rarkisk relation (se bilden).

Relationen mellan addition och subtrak-
tion ir ddremot en icke-hierarkisk relation.
Subtraktionen 8 + 5 motsvarar att addera inver-
sen 8 +(-5). Bida riikknesiitten fungerar under
den distributiva lagen: a-(b+c¢) =a-b+a-c
och a-(b—c) = a-b—a-c. Men diremot giller
den kommutativa och associativa lagen bara for
addition och inte for subtraktion: 7+5 = 5+7,
(2+3)+4 = 2+(3+4). Elever behover utveckla
bide hierarkiska och icke-hierarkiska relationer
mellan olika delar av begreppsuppfattningen.

Parallelltrapets
Parallellogram

Rektangel
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5. Procedurer som blir begrepp

Manga matematiska begrepp borjar som procedurer. Forst kopplas en sym-
bol till en procedurer som genomfors. I nista steg ses symbolen som bide en
del av en procedur och ett begrepp med ett innehall.

Symbol Procedur Begrepp

1,2,3,45 upprikning tal

3+2 addera addition, summa

4-3 subtrahera subtraktion, differens

3/4 dividera division, kvot, rationellt tal

Enbart procedurer ricker inte for att forstd och anviinda matematikeni olika
situationer. En utvecklad begreppsforstaelse inkluderar att férsta hur olika
procedurer relaterar till olika matematiska begrepp.

Ftt skolprojekt

Genom ett samarbete med gymnaielirare i Hirndsands kommun har vi
arbetat med att utforma matematiska problem som liter elever méta olika
aspekter av matematiska begrepp och pa sa sitt ocksa erbjuda dem mojlig-
het att utveckla sin begreppsforstaelse.

For att komma fram till vad som ir viktigt d4 man vill utforma matema-
tiska problem som later elever mota olika aspekter av matematiska begrepp
testade vi problem i tre omgingar. Varje omging startade med val och utform-
ningen av olika problem tillsammans med lirare.

Ursprungen till problemen kom ifran liromedel, nationella prov (NP) och
andra tillgingliga uppgiftsbanker. For varje problem bestimdes ett specifikt
matematiskt lirandemal och vilken/vilka av de fem aspekterna som skulle
fokuseras. Vid behov modifierades ursprungsproblemen for att uppfylla milet.

I nistasteg lit vi elever arbeta enskilt med de olika problemen. Elevernas
arbete filmades och de uppmanades att "tinka hogt”. Vid behov stilldes kom-
pletterande frigor. Dessutom samlades elevernas skriftliga ldsningar in. T ana-
lysen av elevernas arbete avgjordes forst om det tinkta problemet verkligen
utgjorde ett matematiskt problem for eleverna. Om det ansigs vara ett mate-
matiskt problem identifierades vilken typ av utmaning eleven stilldes infor
och hur dettarelaterade till den tinkta aspekten av begreppsforstielse, samt
omnagon av de andra aspekterna av begreppsforstielse ocksd synliggjordes
i utmaningen. Analysen av elevernas arbete ledde till modifieringar av de
matematiska problemen i efterfoljande omgang. Totalt deltog 21 elever och
analysen innefattade nirmare 200 elevldsningar till 11 matematiska problem.

I niista stycke beskrivs nigra exempel pA matematiska problem som visade
sig skapa forutsittningar for eleverna att ta hinsyn till begreppsliga aspekter,
och dirmed ges en méjlighet att utveckla sin begreppsforstaelse.
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Definitioner och procedurer

I forsta omgingen fick eleverna foljande problemformulering himtat fran
NP {6r drskurs 9 ar 2015:

Medelvdrdet av fem tal dr 7. Medianen ar 9. Ge ett forslag pa vilka
de fem talen kan vara.

Vid elevernas arbete med denna uppgift kom det fram att de frimst fastnade
pa "vad som var vad” av median och medelvirde. Denna osiikerhet hindrade
flera elever fran att borja fundera kring tinkbara sitt att 16sa problemet. Forst
nir de fick bekriftat att de kom ihdg medelvirde och median korrekt star-
tade problemldsningsprocessen och de kom i de flesta fall fram till forslag
pé tinkbara tal. Eftersom det inte var sjilva formuleringen av definitionen
eller rutinen som var i fokus, utan hur detta kan anvindasinya sammanhang
beslutades att i nista omgang inkludera definitionerna i problemformule-
ringen till eleverna. Problemformulering i omgang 2 fick dirfor tilligget:

Férklaring av olika ord
Medelvarde: summan av talen dividerat med deras antal

Median: det mittersta av ett udda antal tal ordnade i storleksord-
ning, eller medelvdrdet av de tva mittersta talen av ett jdmnt antal
tal ordnade i storleksordning.

Detta visade sig hjilpa vissa elever att paborja problemlésningsprocess, men
detvar nuistillet elever som fastnade pa formuleringarna och hade svartatt
tolkainneborden av dem. Dirfor beslutades att i den tredje omgangen ligga till
ettsymboliskt exempelistillet for en skriftlig forklaring, Problemformulering
i omging 3 fick istilllet tilligget:

Exempel:
Medelvardet av talen 11,7,25,14,43 ar 11+ 7+ 25+ 14 +43 _ o,
Medianen av talen ovan ar: 7,11,d4, 25,43

Detta visade sig vara en bittre utformning av problemet som hjilpte eleverna
attanviinda definitionerna och berikningsprocedurernainya sammanhang,
vilket i sin tur antas utveckla deras begreppsforstielse.

Egenskaper och atypiska situationer
[ forsta omgangen fick eleverna féljande problemformulering:

11
N

Vilka figurer visar %? Ringa in dessa.
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De flesta elever sa sig ha stott pa den hiir typen av uppgift forr. Samtidigt
miirktes att vissa av figurerna var obekanta fér dem. Ett vanligt angreppsitt
var att rikna de firgade delarna och jimféra med helheten, i en delfall utan
att ta hinsyn till arean. For vissa av figurerna fungerar detta, men inte for
alla. Det mirktes ocksa att vissa elever slutade ringa in figurer efter att ha
bestimt nagra de kinde sig sikra pa.

For att utmana eleverna att ta hiinsyn till area indrades ordning p3 vissa
figurer sd att liknande figurer med olika area var intill varandra, och triang-
eln togs bort. Bilden som anviindes i omgang 2 var di istillet:

%tg@
| 1 -

Fran elevernas 16sningar kunde vi se att problemet fortfarande hade poten-
tial att utveckla elevers begreppsforstielse, men att en del elever ringade
in for fa och en del for manga. For att verkligen fa elever att reflektera kring
egenskapen "lika delar” bestimdes atti omging tre ligga till information om
hur manga figurer som eleverna férvintades ringa in. Problemformulering
iomging 3 blev dirfor:

Vilka fem figurer visar %? Ringa in dessa.

Det var fortfarande samma atta figurer som i omging 2, men den explicita
information att de skulle ringa in fem av dem fick elevernaatt reflektera kring
egenskapen i relation till de figurer som var atypiska for situationen. Pa detta
sitt fick de ocksa mojlighet att utveckla sin begreppsforstielse.

Definitioner och atypiska situationer

I forsta omgangen fick eleverna fljande problemformulering fran NP for
gymnasieskolans MaA ar 2010:

Vilket av foljande uttryck motsvarar figurens omkrets?
a+b 2a + 2b 3a + 20 da + 2b
Motivera ditt svar.
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Alla elever visade en viss forstaelse for att omkrets handlade om "alla sidor
tillsammans”, men de hade svirt att avgora vilka sidor som skulle ing4 i detta
"alla”. Ingen av eleverna var vana vid att bestimma omkrets f6r den hir typen
av figur. Att dessutom relatera omkretsen till ett algebraiskt uttryck ver-
kade vara en for stor utmaning for de flesta eleverna. Eftersom fokus var pa
begreppet omkrets och inte specifikt pa algebraiska uttryckt ersattes bok-
stiverna med siffrorinista omging. Samtidigt lades alternativet 35 till, vilket
motsvarar arean av en rektangel med de givna matten. Problemformulering
i omging 2 blev:

Vilket av féljande tal motsvarar figurens omkrets? Motivera ditt svar.

(OBS! Figuren &r inte skalenlig)

a) 12 b)24 29 d)34 e)35 f)36

Scm

7cm

Denna utformning visade sig vara tillricklig for att den aktuella elevgrup-
pen skulle kunna angripa problemet. Som beskrivs ovan s vari princip alla
elever medvetna om att omkrets innebar "alla sidor tillsammans” samtidigt
svarade de flesta elever 24. Det vill siga, de tog inte hinsyn till de vertikala
sidorna i inbuktningarna. For att fa eleverna att reflektera éver inneborden
av definitionen valdes att i omgang 3 ta bort alternativ som kunde leda in
dem pa fel spar. Foratt inda handgra olika alternativ att viilja pa lades tva vir-
den till. Samma figur anvindes men problemformuleringen i omgéng 3 var:

Vilket av féljande tal motsvarar figurens omkrets? Motivera ditt svar.
(OBS! Figuren ar inte skalenlig)

a) 12 b)22 34 d)46

Detta visade sig vara en fordelaktig utformning for att fa eleverna att reflektera
kring innebdrden av omkretsi relation till representationer som var atypiska.

Sammanfattning

Vira analyser visade att aspekten egenskaper och definitioner spelade en
viktig roll i alla matematiska problem som ingick i studien, och att denna
aspekt samverkade med en eller flera av de andra aspekterna. Vidare sig vi att
matematiska problem som forefoll gynnsamma for utveckling av begrepps-
forstielse innehdll olika typer av uppmaningar som tvingade eleverna att
reflektera 6ver sin l6sningsprocess, till exempel explicita instruktioner om
hur manga figurer som ska ringas in. Det blev ocksd uppenbart att det var
viktigt att problemen inte inneholl olika typer av distraktorer som avleder
uppmirksamheten frin den avsedda aspekten av det matematiska begrep-
pet. Det innebir att man till exempel utesluter information som kan leda
eleverna fel, som exempelvis matt pa felaktig omkrets, eller matt pa area.
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[ andra fall kan det innebira att tillhandahalla matematisk information for
att undvika oavsiktliga utmaningar, som till exempel vad som ir medelvirde
och vad som dr median nir det inte ir sjilva formuleringen av definitionen
som ir lirandemalet. Detta pekar ocksa pa vikten av att sirskilja uppgifter
for lirande fran uppgifter f6r bedomning, dir distraktorer har en virdefull
funktion genom att finga elevers eventuella missuppfattningar.

Vidare kan den teoretiska inramningen anses som en viirdefull utgings-
punkt for att planera och genomfora undervisning med fokus pa begrepps-
forstielse. Utifran resultatet frdn de olika problem som provats i denna
studie foreslas tva principer for en praktisk anvindning av den teoretiska
inramningen som stdd vid val och design av matematiska problem med
fokus pa utveckling av begreppsforstielse. For det forsta verkar det rimligt
att uttryckligen fokusera pé en specifik egenskap hos ett begrepp. For det
andra verkar matematiska problem dir eleverna miste anvinda savil typiska
som atypiska representationer vara virdefulla for att synliggora specifika
begreppsliga egenskaper.
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