Julia Tsygan & Anna Teledahl

Problemldsning — och sen da?

Problemldsning forekommer ofta i matematikundervisningen. Men hur lér sig
eleverna att presentera sin 16sning i skrift? | ett pagaende forskningsprojekt
laggs fokus inte bara pa att I6sa problem under matematiklektionerna, utan
ocksa pa att diskutera hur l6sningen ska presenteras sa att andra kan forsta den.

inte enbart som ett sitt att uppticka ovintade tillimpningar av eta-

blerade procedurer, utan som en grund for att utveckla kritiskt tin-
kande, kreativitet och uthallighet bland elever. En framgingsrik problem-
losningsprocess innebir utveckling av strategier och begreppsforstielse
som eleverna kan dverfora till nya sammanhang. Men en utmaning som ofta
uppstar dr hur man hjilper elever att ordna sina tankar och insikter efter att
problemldsningen ir avslutad. Hur sikerstiller vi att den roriga problemlds-
ningsprocessen leder till vilstrukturerade kunskaper? Ettsitt att gbra detta
pé iratt férlinga problemldsningsarbetet s att det ocksi omfattar redovis-
ningen av ldsningen.

MUSK-modellen

[ ett forskningsprojekt har vi arbetat fram ett sidant sitt att arbeta. Vi kan
kalla den for MUSK-modellen (dir MUSK star fér Matematikundervisning
for Skriftlig Kommunikation). Modellen gar i korthet ut pa att 1) elever enga-
geras i problemldsning, 2) nigra elever och/eller liraren visar olika siitt att [ésa
problemet si att alla elever forstar dtminstone en l6sning, 3) eleverna skriver
pé egen hand eller i grupper ner en ”dvertygande l6sning till en elev som ir
franvarande denna lektion” och 4) liraren engagerar eleverna i att disku-
tera nigra utvalda 18sningars kommunikationskvalitéer. MUSK-modellens
steg 2 till 4 innebir att eleverna pa olika sitt bearbetar och reflekterar éver
problemlésningen. Under diskussionerna i steg 4 kommer eleverna fram
till normer fér kommunikationskvalitet. Dessa normer far de méjlighet att
folja nista ging klassen jobbar med problemldsning och kommunikation.

P roblemldsning utgdr en kiirnkomponent i matematikundervisningen,
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Forst problemlisning ...

I MUSK vill vi skilja mellan att arbeta med att 16sa problemet och att skrift-
ligt redovisa hur det kan 1osas. Det vi gor i steg 1 och 2 ir att ge eleverna
mojlighet att forst forsoka losa problemet. Eleverna fir jobba i grupper, par
eller individuellt. Om de kor fast kan de ta stod av en kompis. Liraren kan
stilla fokuserande fragor som "Kan du omformulera friganiegna ord?” eller
"Hur vet du om det stimmer?” men bor undvika att avsloja vilken eller vilka
metoder som kan anvindas. Efter en rimligt ling stund for att en stor del
av eleverna ska ha hunnit hitta fram till en l6sningsmetod och implemen-
terat den, dr det dags att diskutera och jimfora olika losningar. Dessa har
liraren spanat in under problemldsningens ging och identifierat baserat pa
intressanta begreppsliga aspekter eller olika problemldsningsstrategier som
anvints. Ett exempelproblem for mellanstadiet, dir det lonar sig att jimfora
16sningsmetoder, kan vara:

Anna far 20 kr i veckopeng. David far 10 kr. Vad far Bea, om medel-
vardet for barnens veckopeng ar 40 kr?

Bilderna visar tva losningar som skulle kunna lyftas fram och for-

L‘ 0-3=1\10- 2.0 = | klarasav eleverna som skrivit dem. Vad hiinder i dessa losningar?
Att de till en borjan ir otydliga ir inget problem, fér eleverna

\00 som presenterar dem pratar samtidigt och kan besvara alla fragor
loo~0 =190 ovriga elever kan komma med. Den skriftliga kommunikatio-

nen iridet hir steget inte viktig. Det man som lirare kan vilja
lyfta fram ir istillet metoderna eller strategierna som anvints.

[ den forstalosningen anviinde eleven definitionen av medel-
virde implicit, och resonerade att 40 -3 miste vara summan av de
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7’% = 666 tre talen, alltsd 120. Sedan finner eleven skillnaden mellan denna
Q- 3.3 summa och summan av de tvd kinda veckopengsbeloppen.

3 _ I den andra l3sningen anvinder eleven medelvirdets for-
bLb+3 =10 mel med en variabel f6r den okiinda veckopengen. Aven hir
Wo-10 =30 riknar eleven ut skillnaden mellan det vi vet, och vad det blir

utan Beas veckopeng. Och dven hir multipliceras med 3, men
3ox3 =90 det sker pa slutet.
sedan jamforelse ...

Vilken 18sning gillar eleverna bist? Varfor verkar det vara bra att ngon
ging multiplicera med 3, och att subtrahera? Hjilpte det att introducera
en variabel? Varfor hade den andra 16sningen fler steg, och var de nddvin-
diga? Sadana fragor kan vara bra for eleverna att fa diskutera i smigrupper
och helklass i detta steg.

Det finns forskning om matematikundervisning som har visat att jimfo-
relse mellan problemldsningar har positiv effekt savil pa begreppsforstielse
som pa formdgan att flexibelt tillimpa procedurer i nya situationer. Det krivs
dock lite planering for att i ut sd mycket som mojligt av en sddan jaimforelse.
Bethany Rittle-Johnson och Jon Star lyfter fram vikten av att problemen i sig
ir limpliga for att belysa de begrepp eller strategier man vill att eleverna ska
lira sig mer om, att problemen ska ha flera olika méjliga 16sningar, att eleverna
far en chans att férstd en metod innan man ber dem jimféra med en annan
l6sning. Dessutom kan eleverna behéva stod i sjilva jagmforelsen. Sidant stod




kan best4 av att [dsningarna dr nedskrivna sida vid sida, till exempel pa tav-
lan, instruktioner om att identifiera likheter och olikheter i l6sningarna och
uppmuntran att utvirdera metodernas effektivitet. Ytterligare stod kan ges
genom att delar av [6sningarna namnges och genom att liraren kompletterar
elevernas jimforelse med en egen jimforelse dir chansen finns att Iyftafram
viktiga matematiska principer som eleverna innu inte upptickt. Denna jim-
forelse ir inte bara nyttig for de elever som lyckats 1dsa problemet, utan dven
for dem som inte har det. Det ger en inkluderande miljd dir varje elev kan
kinna att deras anstringning ir virdefull, och ger en anledning att engagera
sig i problemet dven om eleven initialt tvivlar pa sin forméga att [6sa det. P4
det viset blir undervisningen differentierad, s att elever med olika styrkor
och svagheter kan arbeta tillsammans med samma uppgift.

och slutligen fokus pa kommunikationen

Nir eleverna arbetat igenom problemet bade individuellt och i helklass kom-
mer vi till stegen 3 och 4 i vir modell. Hir ir kommunikationen det som star
i fokus. For att skriftligt formulera och dela sina 16sningar, vare sig det sker i
grupp eller individuellt, tvingas eleverna att samtidigt forklara problemlds-
ningen for sig sjilva. Detta kriver att de skapar ett sammanhingande nar-
rativ frin den ofta roriga problemlésningsprocessen. Aktiviteten hjilper
inte bara eleverna att férsta 1sningen bittre utan forbereder dem idven for
framtida utmaningar.

Elevernabehover fundera pd hur de olika delarnai deras 16sning kan kom-
municeras sa tydligt och effektivt som méjligt. Hir skiljer sig vara instruk-
tioner till eleverna fran den relativt vanliga uppmaningen "beritta hur du
tinkte”. Vi harinte, just hir, som syfte att ta reda pa hur de tinkte eftersom
videlsredan dignat de forsta tva delarna till det, dels har ett annat mal i sikte.
Vi vill att de skriftligt ska redovisa hur problemet kan 16sas och de kan dirfor
vilja att redovisa hur nigon annan elev 16st det. Huvudsaken #r att de pro-
ducerar en redovisning dir en oinsatt lisare forstar vad som skulle beriknas
och hur och varfor olika berikningar gjorts samt vad man kommit fram till.

Att eleverna skriver till en publik gor att detta moment i MUSK kan
beskrivas som "learning-by-teaching” en undervisningsmodell dir elever for-
klarar for ndgon annan som behdover lira sig det eleven redan kan. Learning-
by-teaching kriver lite andra kognitiva processer in att férklara for en lirare
eller for sig sjilv. De flesta lirare kiinner sikert igen sig i att man maste iden-
tifiera det viisentliga och strukturera innehillet avseviirt noggrannare nir
man planerar att undervisa in nir man lir sig for sin egen skull. Learning-by-
teaching har visat sig lovande for att stirka begreppsforstielse och framfor
allt flexibelt anvindande av metoder i manga olika sammanhang.

I detsistasteget i vir modell jimfors flera olika elevproducerade skriftliga
l6sningar. Detta steg sker oftast efter nigra dagar, d4 liraren behover fa tid att
vilja ut sidana skriftliga 16sningar som har kommunikationskvalitéer virda
attdiskutera med eleverna. Att det tar tid hiir ir bra eftersom eleverna hin-
ner glomma uppgifterna och metoderna lite grann. Att da firska upp min-
netigen leder, via principen om tidsfordelat lirande, till att minnet av dessa
problem, 16sningar, begrepp och strategier blir mer bestindigt dver tid. Vi
tittar pd ett problem och lésningar frin mellanstadiet, som kan vara bra att
ha som underlag for diskussion om kommunikationskvalitéer.
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Marvin ska kdpa hundmat. | den ena affaren far man 15 burkar for
180 kr och i den andra 20 burkar for 230 kr. Var far Marvin mest
hundmat fér pengarna?
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Viser att bada eleverna viljer att skala upp for att hitta en jimf{orelsepunkt
som inte utgdr fran pris per burk. Eleverna redovisar dock pa olika sitt. Det
skulle ga att diskutera med eleverna pa vilket sitt l6sningen till hoger gor
det littare att se vad som gjorts och hur slutsatsen dragits jimfort med 6s-
ningen till viinster. En tabell ir en representationsform som kan underlitta
den egna dverblicken och organisationen av berikningar under problemls-
ningens gdng, samtidigt som den ocksa tydligt kommunicerar resonemanget
till ndgon annan. Nir det giller I6sningen till vinster kan eleverna diskutera
vad som skulle gora det littare att forstd vilka berikningar som gjorts. For
manga elever ir berikningarna intuitiva och efterat har de inte alltid klart
for sig exakt hur de gjort och varfor. Diskussioner om hur man tydligt och
effektivt kan redovisa vad som gjorts, i vilken ordning och varfér kan hjilpa
dessa elever att reda i sina tankar och gora intuitiva metoder tydligare for
dem sjilva. Nir flera klasskamrater siger att de inte forstar vad som gjorts
ger de en tydlig aterkoppling om var bristerna och forbittringspotentialen
finns. Eleven far da stod i hur hen kan ta hinsyn till lisare i sin redovisning,

For att framgingsrikt integrera problemldsning i matematikundervis-
ningen krivs det mer in att bara presentera problem och hoppas pi att elev-
erna hittar [dsningen. Det kriivs en medveten anstringning attinkludera alla
elever i jimforelse av [6sningar och att uppmuntra till kommunikation och
reflektion. Vi har gett forslag pa vad man kan diskutera med sina elever men
i projektet har vi ofta sett att eleverna sjilva kommer med manga forslag pa
sddant som ir viirt att taupp. Vimenar att det ir diskussionerna i sig som ger
eleverna mojligheter att skapa vilstrukturerade kunskaper. De utvecklar d&
bade formagan att resonera, kommunicera, l5sa problem och hantera begrepp.
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