Rimma Nyman & Anna Ida Safstrom

Rika 6sningar pa rika problem

— Tornet

| en serie artiklar tar forfattarna upp erfarenheter fran att ha arbetat med rika
matematiska problem. | féregaende artiklar har de presenterat problemen Att
dela smérgdsar (Namnaren 2016:3) och Att vdlja glass (Namnaren 2018:1). Den
fiarde artikeln Felblandad saft finns i Namnaren 2019:1.

har samlat in 16sningar fran eleveri arskurs 3 och presenterar hur de anvin-

I den tredje delen har vi valt ett monsterproblem i en elevniira kontext. Vi
der olika uttrycksformer.

Ett rikt problem for arskurs 3—6

Tornet

a) Hur manga kuber behover du for att bygga tornet pa bilden?
b) Hur ménga behover du for att bygga tornet med hojden 57?
€) Hur mdnga behover du for att bygga tornet med hojden 100?

Problemet handlar om ménster och rumsuppfattning. Nir vi arbe-
tade med problemet blev eleverna engagerade i olika sitt att konkret
bygga tornet, men ocks3 i att forsoka avbilda det och att generali-
sera till riktigt stora byggen. For att {4 en variation i klassen fick vissa
grupper kuber att bygga med, medan andra grupper uppmuntrades
att rita for att komma fram till en 18sning.

Vad gér det har problemet rikt?

Problemet inbjuder till arbete med konkret material, vilket ger elever moj-
lighet att ta sig an det oavsett forkunskaper i matematik och sprik. Det finns
ocksd manga olika siitt att komma fram till antalet kuber. Aktiviteten har pro-
blemldsning som mal och medel i fokus och behandlar:

o talmonster och generaliseringar
© rumsuppfattning

< representationer.

Ftt problem — fyra uttrycksformer

KLAG-modellen gor det overskddligt att dela in elevers 1sningar i olika
uttrycksformer. Med hjilp av modellen redogor vi for representativa losningar
som vi har sett.
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Konkret (K)

Vid genomférandet anviinde vissa elever konkret material i form av olikfirgade
kuber. Alla som anvinde konkret material plockade isir tornet till enskilda
kuber och riknade sedan kuberna en och en. Detta gjorde det svart att se
monster och generalisera till stérre torn. En grupp forsokte forst ta bort trap-
por, men kom inte pd hur minga kuber det var i varje trappa, utan dvergick till
att rikna kuberna en och en. For torn med hojden 5 gjorde de pd samma siitt,
men begrinsningen uppticktes nir de skulle lista ut antalet kuber for tornet
med hojden 100. Vad skulle de gira nir kuberna inte riickte till? Detta viickte
tankar och nigra forsok till strategier, bland annat att titta pa hojder for sig.

'

Niégra elever borjade ocksi resonera sig fram till svaret muntligt eller skrift-
ligt. De blev uppmuntrade att skriva ner hur de tinkte, speciellt nir de gjorde
forsok att generalisera. I det viinstra exemplet resonerar en elev om tornet i
uppgift a) och i hdgra exemplet om "trapporna” i tornet i uppgift c). Man ser
att spraket hiir har blir ett verktyg for eleven for att beskriva en struktur och
komma fram till sin 16sning.

Logisk/spriklig (L)

En del elever beskrev i ord hur de sig tornet:

4 vingar oth 2 ben.
Mittew ar 4,

Du kan [ag9a thop
-‘%r.\ e tre tvs e,
N—

Jag hor ‘ﬁjuso‘aﬂa.

Man g5c nerdt fr vaye
stegq . 99 98 92
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Algebraiskt/aritmetiskt (A)

Elevernas aritmetiska 13sningar avsldjar minga olika sitt att tinka pé tornet.
De flesta elever anviinde additiva strategier och nigra borjade generalisera till
stérre torn. Vi lade mirke till att det fanns bade likheter och skillnader mellan
de flesta par av strategier, vilket ir en bra utgdngspunkt fér matematiska dis-
kussioner. Sitten att bokféra sina beriikningar har ocksé olika grad av systema-
tik och tydlighet. Detta kan synliggoras genom att lita en annan elev beritta
hur de tror att den som gjort berikningen har tinkt, eller att diskutera vad som
indras och vad som blir likadant for ett storre torn.

Torn wmed i willen ger
4+6+6+6+6 =23
Torn M:d@ ger 5410410410410 =45

6+4+ 6 6+6 16+12=28

6¢6 =12, 612218 1846 =24 Torn m:d@gu‘ 6\:!/‘1«' I‘::J'Hl‘i

20 28 22:’

24+4 = 28 14

62
/6

@ Y.4:le 4-3:12 4-2-3 4-1=4
| +2+ 3+ 3+2+] =[§ 12
8
14243 + 3+2+1 =12 Sver: 46 S
46
Grafisk (G)

Att rita tornet gjorde att eleverna var tvungna att tinka p4 tornet i olika delar.
Det kunde goras pa skilda sitt. Olika uppdelningar leder ocks till olika meto-
der for att berikna det totala antalet kuber.

RN
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[ manga grafiska [6sningar fanns ocksa tecken pd systematik. Nedan ser vi tva
olika exempel niir elever fokuserar pa hojder. Eleven till vinster har delat upp
tornet i hojder, sorterat dem och dokumenterat antalet av varje hojd. Eleven
till hoger har avbildat tornet uppifran och skrivit hojden pa varje stiille. Nista
steg kan vara att ssmmanstilla detta i en tabell.

H]DDD
]DDD [ Tz]>

1000
J

3[2]1]
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o]

v =[]
-x[J

Att zappa mellan olika uttrycksformer

En uttrycksform ir oftast inte tillricklig for att [6sa en uppgift och kommuni-
cera losningen. For det hiir problemet visade det sig sirskilt framgingsrikt att
kombinera grafiska och algebraiska/aritmetiska uttrycksformer. Att rita tornet
verkade vara ett forsteg till att komma pa ett siitt att systematiskt beriikna det
totala antalet kuber. Flera elever upptickte ocksa att det var littare att bokfora
antalet kuber med hjilp av tal in att rita ut varje kub. Hir fick eleverna chan-
sen att uppticka det matematiska symbolsprakets anvindbarhet. Liraren kan
resonera med eleverna kring vad som hinder om héjden 6kar med en kub och
visa hur de kan hilla reda pa sina resultat i en tabell.

GIIA LOGISK
Du kan lagga ihop

‘\ﬁra e Ere tV3 en,
S ————

‘ : . ¢ . Jag hov tjugeda.
' s Man g5c nerdt for vavje
l steq: 93 93 47

2 Vl’maar och 2 ben.

ﬂ Mitten ar 4,
\ J—
6+4+6 6+6 16+12228 _f\
A [E Bﬂ
| .
1 1T

v

KONKRET

[
6t6 =12 64128 I8+6=24 (]

24+4 =
25 Torn we [A]§ wiken ger
4+6+6+6+6 = 23 | [
Torn med [E] ger §410+10+16410 245 D Oo [Z]
Torn med [Glger 6+ l‘1fl‘|4l'¢4l‘1 [3]
|¢z+3*@fae2u =16 = fg HUD [l
14 £3
14243 + 3+ 241 =12 62 . T
i .
e Oo
H.4=16 4-3=12 4-2:8 4-1=4

lewsan

Svor: 46 HDDD
ALGEBRAISK W 1111 GRAFISK
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Lirare mirker snabbt att den konkreta uttrycksformen inte ir tillricklig for
att leda fram till generella slutsatser. For de yngre eleverna ir det till stor nytta
att resonera med hjilp av spraket niir de ska borja uppticka monster. Att hitta
olika strategier for hur de kunde rikna ut antalet kuber i ett torn, samt hur
manga kuber tornet med hdjden 100 bestod av, var en aha-upplevelse som hela
klassen fick ta del av i slutet av lektionen.

De representationer vi har visat iri linje med vad som gér att férviinta sig av
elever i denna aldersgrupp. Det ger ocksd en bild av vad en godtagbar 16sning
pé problemet kan vara och hur man genom diskussion i klassen kan uppmirk-
samma elevernas systematik och formuleringar av regler. Aven om liraren inte
tar upp formler ir det viktigt att stiilla stodfrigor, och p4 si sitt sd ett fro som
senare kan leda till generaliseringar. I liigre arskurser kan en diskussion handla
om olika sitt att se tornets delar, fér att uppmuntra till att uppticka monster.
En uppfoljande diskussion kan handla om olika siitt att rikna ut antalet kuber,
och jimfora olika aritmetiska uttryck med varandra, och siitt att dela upp tor-
net. [ hogre drskurser kan undervisningen fokusera mer p4 att uttrycka monst-
ret algebraiskt och att eleverna ser hur olika algebraiska uttryck hiinger ihop
med olika siitt att dela upp tornet.

Problem med problemet

Som i minga rika problem finns det flera olika aspekter att ta upp for diskus-
sion. Det kan dirfor vara viktigt att tinka igenom vad fokus ska vara for just
din klass, niir ni arbetar med problemet. Det har betydelse for hur du ligger
upp aktiviteten och vilka fragor du stiller till eleverna. Om det ir viktigt att
alla uppfattar tornet pd samma siitt, kan det vara bra att planera in en stunds
diskussion kring olika uppfattningar, som huruvida det finns kuber i mitten av
tornet, och vilka delar man kan fa. Ett vanligt misstag ir att rikna med mitt-
stolpen i alla trapporna:

— m [7)

7 | |

Det iir viktigt att inte tillskriva konkret material alltfor stor betydelse. Det var
ingen som hittade generella strategier med hjilp av endast konkret material.
Att lata eleverna prova sig fram ir viktigt, men ocksa att sedan ga vidare till
andra uttrycksformer. Att behéva rita av tornet verkade vara en bro éver till
aritmetiska uttryck och monster.

Forsta gingerna en klass arbetar med ett problem med olika 16sningar kan
det vara svart for vissa elever att acceptera att det inte finns ett korrekt sitt. Det
dr dirfor extra viktigt att liraren lyfter fram olika 16sningar sé att alla elever
kinner igen sig och blir bekriftade i sina strategier. I en grupp blev en elev ned-
rostad nir hen foreslog att de kunde bygga tornet lager for lager. DA gick klassen
miste om ett sitt att se tornet som kunde gett upphov till ett annat talménster.

Fastin uppfattning av tornets form och sitt att hitta ménster i hur det kan
delasuppirrimligauppgifterforeleveriik 3—6irformeln forantalet kuberi tor-
net ganska komplicerad dd deninnehéller en kvadratisk term: n(2n —1) = 2n>~n.
Visdgatt redan antalet kuber i en trappa var en utmaning for de flesta eleverna
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i ak 3. Det var ocksa svart for eleverna att komma pa att de kan ”pussla om”
trapporna. Detta kan vara littare for dldre elever, vilket kan leda till fler olika
losningar. T hogre drskurser kan ocksd de manga olika alternativen att dela upp
tornetidelarleda till olika algebraiska uttryck. Detta kani sin tur vara utgings-
punkt for en diskussion kring att ett monster kan beskrivas med olika uttryck
och hur man kan veta ifall uttrycken ir ekvivalenta.

Lager-pd-lager

Rektangeln

Hojder var for sig

i~

)

~ ;5"
= ) ~ ~ ~ olalale ~
ol B°) §°f 8- B L Rkl .

Det finns manga sitt att arbeta vidare med problemet. Eleverna kan till exem-
pel hitta pd egna torn eller figurer och uppticka monster. Nir elever ska hitta
pé egna problem kan man med férdel anviinda sig av enhetspapper som passar
i storlek till de kuber som anviinds, exempelvis tvicentimeterrutat papper. Det
ger stod i att avbilda tredimensionella objekt och finns att ladda ner och skriva
ut pA NCM:s webbplats, ncm.gu.se/matematikpapper.
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