GUNILLA BORGEFORS

Rata linjer pa dataskarmen
En illustration av rekursivitet

Pa en dataskdrm ar alla linjer prickade eftersom bilden byggs upp
av sma lysande punkter. Artikeln beskriver problematiken med
att analysera en mangd punkter pa en skarm och avgéra om de ar
digitaliseringen av en rat kontinuerlig linje eller ej.

kontinuerliga kurvor, eftersom skér-

men bestar av ett antal lysande punk-
ter. Alla linjer blir prickade - om man tit-
tar tillrickligt noga. Det ger upphov till tre
fragor:

P 4 en dataskdrm gir det inte att rita

- Hur definieras en riit linje som bestar av
enskilda punkter?

- Hur ritar man en rit linje pa skirmen?

- Hur avgér man om ett antal givna
punkter ir en rit linje?

Den férsta frigan har ménga svar. Den van-
ligaste definitionen av digitala rita linjer
ger linjer som upprepar samma ménster i
alla skalor. Att rita en linje ir inte s svart,
men att analysera en mingd punkter for att
se om de kan vara digitaliseringen av en rit
kontinuerlig linje &r lite knepigare. Det ir
framst detta den hir artikeln handlar om.

P4 1960-talet borjade forskarna stoppa
in bilder i datorer. En digital bild bestdr av
ett antal diskreta punkter och represente-
ras i datorn av en matris. Omradet runt varje
punkt kallas en pixel, som har en viss gra-
nivd eller firg. Begreppen digital och dis-
kret 4r inte synonymer. Diskret betyder att
rummet vi arbetar i bestar av enstaka punk-
ter, men siger ingenting om vilket méns-
ter punkterna har. Digital ir lite luddigare,
men i geometriska sammanhang innebir
det att punktmonstret dr regelbundet, s att
pixlarna, till exempel, blir kvadrater eller
regelbundna sexhérningar.

Den datoriserade bildbehandlingen blev
startpunkten for ett helt nytt intresse fér
diskret geometri. Eftersom dataloger dag-
ligen hanterade digitala bilder var det na-
turligt att det var dessa som bérjade syste-
matisera geometriska begrepp i bilderna,
sd ménga grundliggande resultat inom dis-
kret geometri publicerades i datorlittera-
turen frdn mitten av 60-talet och framaét.
Den mest framstdende inom omradet var
dé Azriel Rosenfeld vid Marylands univer-
sitet strax norr om Washington D.C. i USA.
Ménga anser att han dr hela den datoriserade
bildanalysens fader.

Det ir enklast att ge punkterna i bilder-
na heltalskoordinater. I matematiska termer
ar en digital bild da en funktion av heltals-
punkternai tvd dimensioner, det vill siga pa
Z*. D3 blir pixlarna kvadratiska. Arbetet att
"dversitta” geometriska begrepp och egen-
skaper fran det kontinuerliga planet, R?, till
heltalsplanet, Z?, 4r 1angt ifran avslutat. Till
exempel dr diskreta "rita linjer” ett mycket
mer komplicerat begrepp 4n rita linjer i det
kontinuerliga planet.

Forskning i diskret geometri pagar i hela
virlden, men kanske allra livligast i Frank-
rike. Numera dr det matematiker snarare dn
dataloger som star for de nya resultaten. Och
till skillnad frdn matematik och bildanalys i
allmanhet finns just inom diskret geometri
ovanligt manga framstdende kvinnor.

Det finns ett antal olika definitioner av
"digital rit linje”. Den #ldsta, enklaste och
den vi kommer att anvinda hir illustreras i
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Figur 1. Sex punkteri planet med tillhorande pixlar (prickade linjer). Varje punkt har fyra armar
med ldngden en halv. Den digitala motsvarigheten till den bld, kontinuerliga, linjen bestdr av de
punkter vars armar korsas av den, hdr de svarta punkterna.

figur 1. Varje heltalspunkt i planet ges fyra
"armar”. Nir en kontinuerlig linje digitali-
seras undersdker vi vilka armar den korsar.
Den digitala linjen bestar av de motsvaran-
de punkterna. Det kan forstds hinda att
linjen gar precis genom slutpunkten pa en
arm. Dirfér forutsitter vi att slutpunkter-
na i den 6vre och den vinstra armen ingér
i korset, medan slutpunkten p& den undre
och den hogra armen inte gor det.

En digital linje konstruerad pé detta sitt
kommer att vara bade tunn och samman-
hingande. Det betyder att den aldrig 4r mer
dn en pixel tjock och att pixlarna hing-
er ihop antingen kant-mot-kant eller hérn-
mot-horn.

Att rita dessa linjer 4r ganska latt. Da-
torgrafikern Jack Bresenham, d& vid IBM,
konstruerade tidigt en algoritm och mot-
svarande datorprogram som med mycket fa
operationer ritar en linje pd dataskdrmen.
Dirfor kallas de hir linjerna ofta Bresen-
ham-linjer.

Ett intressantare problem ir det omvin-
da. Férutsitt att vi har ett antal punkter i
planet. Frigan dr om de kan vara digitali-
seringen av en rit linje. Problemet 16stes av
Rosenfeld i en artikel i IEEE Transactions on
Computers (Rosenfeld, 1974).

I figur 2 finns exempel pa fem tunna di-
gitala kurvor som vid férsta anblicken skulle

kunna vara rita linjer. Men bara tva av dem
iar det. Kurva a i figur 2 bestar av tva olika
"block” med lingderna tva respektive tre
pixel. Ett block bestdr av pixlar som sitter
ihop kant-mot-kant. Kurva b bestér av tre
olika block, med lingderna ett, tva och tre
pixel.

En digital rit linje bestar av hogst tva oli-
ka block. Kalla det korta blocket K° med
lingd I, och det 18nga blocket L°, med lingd
[,.Ten rit linje finns antingen bara ett block
eller ocksé giller att det l&nga blocket dr en
pixel lingre dn det korta; [, =I+1. Kurva b
ar alltsd ingen rit linje. Kurvorna g, ¢, d och
e uppfyller ddremot block-kravet.

Nista villkor siger att det ena av de tva
blocken K och L bara far finnas en gang
mellan det andra blocket. Diremot finns
det ingen begrinsning p&d hur manga gang-
er det andra blocket upprepas. Serierna
KKLKKKLKK och LLKLLKL ir alltsd moj-
liga, men inte serien KKLLKKLL. Vilket av
de tva blocken som ligger enstaka beror pa
linjens lutning. Kurva c i figur tva ir inte en
digital linje eftersom den bryter mot denna
regel.

I fortsattningen forutsitter vi, for enkel-
hets skull, att det ir det korta blocket som
bara férekommer en ging. Kurvorna q, d
och e uppfyller bada villkoren: 1anga blocket
ir en pixel lingre 4n det korta och det korta

NAMNAREN NR1-2024 35



Z

Figur 2. Fem digitala kurvor. Tva dr digitala linjer.

blocket férekommer aldrig mer 4n en géng.
Men dettarickerinte som villkor fér rit linje.
Nu kommer rekursiviteten in.

Genom att gruppera férsta nivans block,
L° och K°, bildar vi nista niv3 av block, som
bestér av ett antal L° och ett avslutande K°.
kurva d fir vi de nya blocken L'=L°L°L°K°
och K'=L°K". De nya blocken illustreras i
figur 3. Observera att det 6vre L'-blocket
inte dr fullstindigt.

Precis som de ursprungliga blocken K° och
L°bara far skilja sig en pixel i lingd s far an-
talet L°i de nya blocken bara skilja sig i antal
med ett: alltsd K'=nL°K® och L'= (n+1)L°
K°. Kurva d ir alltsi inte en riit linje. I kurva
a blir det nya blocket K'=L°K°. Kurvan
bestdr bara av detta block, sa det 4r en rit
linje.

Aven for de nya, storre blocken giller re-
geln att det ena blocket bara fir finnas en
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Figur 3. Kurva d fér de nya blocken L'= L’ L° L°K® och K'=L°K".
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Figur 4. En digital linje (nederst), uppdelad i forsta nivdns block (mitten) och andra nivdns block

(6verst).

ging. Serien L'L'K'K'L'L' #r alltsd inte
tilldten. I kurva e far vi de tva nya blocken
L'=L°L°K° och K'=L°K° Och de ligger i
serien L' K'L'K'L'. Kurva e ir alltsi en rit
linje.

Processen att skapa nya nivder av block
kan fortsittas hur manga gdnger som helst.
I kurva e far vi K*=L"'K'". Reglerna ir alltid
desamma: Hogst ett stegs lingdskillnad och
det ena blocket férekommer bara enstaka.
Om den kurva man underscker uppfyller
detta pa sd manga nivier som behdvs dr den
en digital rat linje.

I figur 4 finns en langre digital kurva.
Ar det en digitalisering av en kontinuerlig
rit linje? Blocken pé férsta nivan bestér av
tvd (K°, ljusbld) och tre (L°, morkbld) pix-
lar och det korta blocket finns alltid en-
samt. Kraven ir uppfyllda. P4 nista niva har
vi L'=L°L°K® (mork) och K'=L°K° (ljus).
Det korta, ljusa, blocket &r alltid ensamt.
Det stimmer. P4 nista nivd ar L’=L'L' L'K'
(m&rk) och K>=L'L'K"' (ljus), vilket f&ljer
reglerna. Och p4 nista far vi K= L?K* Kur-
van kan nu beskrivas som K> K. P tredje ni-
van finns bara ett block vilket betyder att
kurvan ir en digital rit linje.

Det kan forstas féorekomma att blocken i
boérjan och slutet av kurvan inte dr fullstin-
diga. S& linge det gar att fortsitta kurvan
enligt reglerna ir det 4nd8 en digital linje.
Exempel kan vara KLLLLK eller LKLLLL-
KLLLKL. De kan (till exempel) komplette-
ras till LLLKLLLK och LLLKLLLLKLLL-
KLLL, dir ursprungliga kurvan &r fet.

Vad Rosenfeld egentligen observerade i sin
artikel var att alla digitala linjer har den s3
kallade korda-egenskapen, som innebir f6l-
jande: Dra en rit, kontinuerlig linje, alltsd
en korda, mellan tvd punkter i den digitala
kurvan. Fér varje (reell) punkt (x, ¥) pa lin-
jen ska det finnas minst en (digital) punkt i
kurvan som ligger inuti en kvadrat med cen-
trum i (x, y) och sidlingden tva. Det rick-
er inte att det finns en punkt pd kvadratens
sida, den maste verkligen ligga inuti kva-
draten (se figur 5). De rekursiva reglerna
for block och blockliangder foljer av korda-
egenskapen.

Det finns ett antal andra definitioner av
digitala rita linjer. Det beror bland annat
pa att Bresenham-linjerna har en del otrev-
liga egenskaper. Till exempel kan tva linjer

_ _
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Figur 5. De bld punkterna uppfyller inte
korda-egenskapen. Det finns en punkt (x, y)
pad kordan som ligger alltfor langt frin alla bld

punketer, eftersom ingen av punkterna ligger i
det inre av kvadraten runt (x, y).
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Figur 6. Digitala linjer (vita och mérkbla) som korsar varandra med ingen, en eller flera gemen-

samma punkter (ljusbla).

korsa varandra utan att ha ndgon gemensam
punkt (se figur 6).

Attskdrningspunkter mellan digitala lin-
jer kan bestd av manga punkter dr oundvik-
ligt om de har lutningar som inte skiljer sig s&
mycket frén varandra. Det finns helt enkelt
inte tillrackligt ménga pixlar for att skilja pa
nirliggande linjer. Att tva linjer kan smita
igenom varandra utan en gemensam punkt
ar daremot en nackdel och strider dessutom
mot intuitionen. Det betyder bland annat
att bildbehandlare inte kan hitta korsningar
for linjer och kurvor genom att helt enkelt
leta efter gemensamma pixlar.

En 16sning pa korsningsproblemet ir att
bara tillata att pixlarna i linjen sitter ihop
kant-mot-kant, vilket ger tjockare linjer. En
annan bygger pd att punkter med jgmna och
udda koordinater behandlas olika. Men bara
Bresenham-linjerna har de tre egenskaper-
na att vara tunna, sammanhingande och
uppfylla korda-egenskapen.

Azriel Rosenfeld

Azriel Rosenfeld var som sagt en férgrunds-
figur inom digital bildanalys. Han féddes
1931 i New York. Efter studier och en kort
utflykt till industrin blev han redan som 33-
aring professor vid Maryland-universitetet i
den lilla staden College Park. Dir blev han
kvar till sin d6d 2004, stindigt verksam nis-
tan in i det sista. Forutom sin egen forsk-
ning som frimst, men langt ifrdn enbart,
handlade om digital geometri, hade han en
otrolig dverblick éver amnet och visste pre-
cis vem som gjort vad 6éver ett mycket stort
filt. Varje ar gjorde han en sammanstill-
ning 6éver tusentals vetenskapliga publika-
tioner inom bildanalys i vid mening. Han
hade sjilv l4st varje artikel och klassificerat
den i ritt fack. "Rosenfelds lista” var linge
bésta sittet att f& veta vad som hint inom
bildanalysomradet.

Rosenfeld fick manga utmirkelser och var
ofta inbjuden talare vid bildanalyskonferen-
ser. Men han var inte en okomplicerad gist.
Det var nistan oméjligt att bjuda honom pa
négot att dta. Han var jude och holl mycket
hart pd koscher-reglerna om vilka ingredi-
enser som ir tilldtna och hur de ska tillagas.
Men en glass gick bra. Rosenfeld reste alltid
med en stor pase nétter som nédproviant.

En annan osidkerhetsfaktor var att orga-
nisatérerna aldrig visste vad Rosenfelds fo-
redrag skulle handla om, dven om innehall
och titel hade bestdmts l&ngt i forvig. El-
ler kanske speciellt d&. Det hinde att han
fick en ny idé i flygplanet pa vig till kon-
ferensen, och d& var det den han ville prata
om snarare dn nagot han arbetade med fér
négra manader sedan.

Azriel Rosenfeld funderade inte bara
pa problem inom digital geometri. I rymd-
alderns barndom, 1964, skrev han en artikel
om nir en jude bor fira sabbat i olika om-
loppsbanor runt jorden, pd ménen, pad Mars
och pé l&nga rymdresor mellan stjirnorna.
Han har olika l6sningar i olika fall - och
ingen av dem forfaller till den naiva 16sning-
en att helt enkelt hélla Jerusalem-tid. Kolo-
nisatérerna pd Mars bér till exempel félja
Mars astronomiska férhéllanden, inte jor-
dens. Medan vilsignelsen av nyménen bér
vara en rent jordisk ceremoni.
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