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En motorcykels fard kopplad
till derivata

Gymnasieelevers erfarenhet av upplevda hastighetsforandringar ligger ftill
grund for arbete med begreppet derivata. Genom de dynamiska mojligheter
som finns i Geogebra kan eleverna félja en motorcykels fard.

till deras vardag. En del tror nog att proceduriella deriveringsregler iir det

I l‘é’)r elever i gymnasieskolan #r det inte uppenbart hur derivata relaterar
viktigaste inom detta omrade. Frin gymnasiets imnesplan:

Genom undervisningen ska eleverna ges majlighet att anvinda matematik i olika
sammanhang som kan uppstd i vardagen och i yrkeslivet. Undervisningen ska
ocksd leda till att eleverna utvecklar formdga ait anvinda digital teknik och
andra redskap som kan anvindas for att lésa matematiska problem.

Undervisningen ska bidra till att eleverna utvecklar formdga att fora och folja
matematiska resonemang. Genom undervisningen ska eleverna ocksd ges moj-
lighet att utveckla férmdga att bedima giltigheten i matematiska resonemang.

Elever som kommer till gymnasieskolan har upplevt hastighetsforindringar via
bilfirder, cykelfirder och kanske skidikning langt innan de méter begreppet
derivata och dirfor forefaller hastighetsforindring vara relevant att anvinda
béde vid introduktion och fortsatt arbete med begreppet derivata.

Vi anser att undervisning inriktad pa en situation som kan relateras till
verkliga livet underlittar lirande av derivata. Ett undersdkande arbetssiitt ir
for det mesta intressant for flertalet elever och vi borjar dirfor med att intro-
ducera en grafisk representation av en motorcykels fird. Motorcykeln startar
fran en plats vid tiden noll och vi studerar dess fird under ett tidsspann pa fyra
timmar.

'ADistans (x 100 000 meter)

.Tid (h)

05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

En motorcykel och dess fird under fyra timmar illustrerad i ett koordinatsystem.
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Vivill poingtera att detta ir en metod fér matematikundervisning i gymnasie-
skolan och inte frimst avsett for fysikundervisning. Aven elever som inte liser
fysik har uppfattningar om fird, hastighet och acceleration.

Det ir inte trivialt att avlisa en grafisk representation och det kan behova fa
ta sin tid att lira sig. Elever kan exempelvis tolka den grafiska representationen
av motorcykelns fird som att den kor uppfor en kulle. Det iir viktigt att liraren
tar upp denna alternativa tolkning och hjilper eleverna att inse att den inte hal-
ler. Elever behover ocksa kunna tolka koordinatsystemet och forsta hur de avli-
ser motorcykelns fird. Lit girna eleverna arbeta enligt EPA-modellen (enskilt,
par, alla) under flera lektioner med denna aktivitet. Ett exempel #r att under
forsta delen av lektionen ge eleverna majlighet att pa egen hand fundera 6ver
egenskaperna hos grafen och gora en tolkning. Direfter bildas limpliga elevpar
som arbetar vidare och slutredovisningen genomfors i helklass. Tiden som det
tar eleverna att tolka och resonera om denna situation kan naturligtvis variera
beroende pé kurs och tidigare kunskaper.

Formaga att overbrygga skillnader

Det krivs att en betraktare av en grafisk representation kan relatera till olika
begrepp som finns i representationen. Den kritiska aspekten av att kunna
vixla mellan och inom olika representationer har tagits upp i manga olika stu-
dier av elevers lirande. Forskare som exempelvis Daniel Breidenbach, Julie
Hawks, Devilyna Nichols, Ed Dubinsky och Anna Sfard hivdar att férmagan
att kunna 6verbrygga skillnaderna mellan symboliska och grafiska represen-
tationer till storsta del beror pa hur viill den som tolkar har forstitt relevanta
begrepp som ir relaterade till dessa representationer. Dirfor ir det viktigt att
ldta elever resonera om vad de har tolkat i den grafiska representationen och
kanske framfor allt enas om att nir motorcykelns forflyttning vixer i den gra-
fiska representationen si betyder det en positiv hastighet bort fran startplat-
sen medan en hastighet riktad nedat i den grafiska representationen betyder
en negativ hastighet eller att motorcykelns kor tillbaka till startplatsen. Nagot
som forst kan vara svart att inse ir att rorelsen sker utmed en riit linje som
sammanfaller med x-axeln for 0<¢<4.
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Distans (x 100 000 meter) Tangent

‘ ; , , , , ; , : Tid (h),
-05 0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Viintroducerar begreppet tangent illustrerat i ett koordinatsystem.

Frin den grafiska representationen kan vi nir vi studerar grafen se att motor-
cykeln inledningsvis kor ganska lingsamt eftersom den bara har kommit 2,5
mil fran startplatsen efter den férsta timmen. Nagonstans efter cirka 25 minu-
ter kor motorcykeln tillbaka mot startplatsen igen fram till cirka 45 minu-
ter dd motorcykeln forefaller svinga och dter kora bort frain den. Direfter
tycks motorcykeln kora allt fortare. Detta kan vi tolka i koordinatsystemet.
Formdgan att tolka grafisk representation av rorelse behover elever dva pa.

¢ Vad ir hastighet?
© Hur kan vi se hastighet representerad i en grafisk representation?

Vir erfarenhet ir att elever i allmidnhet uppfattar hastighet som den rorelse
som iiger rum under en viss tid. Ju snabbare som jag forflyttar mig fran position
A till position B desto higre hastighet har jag. Komna s hir langt i samtalet
kan det vara dags att introducera det matematiska begreppet tangent.

I matematik dir en tangent definierad som en linje som skdr en kurva f(x) i en
punkt och som dessutom i denna punkt har samma lutning som f'(x).

Nu kan det vara intressant att visa eleverna en dynamisk figur som kan integre-
ras i den grafiska representationen. Du hittar den grafiska representationen av
figuren ovan pa www.geogebra.org/m/gAJAgZ6n. Ni kan dra i punkten som mot-
svarar motorcykeln och se hur tangentens lutning i varje punkt indras med
tiden. Hir 4r det viktigt med dnnu en definition.

Antag att kurvan dr en graf av en funktion y=f(x) och att vi dr intresserade
av informationen i punkten (x,, y,) dir y,=f(x,). Kurvan har en icke-vertikal
tangent i punkten (x,,y,) om och endast om funktionen dr deriverbarix, I detta
fall @r lutningen av tangenten given av f'(x,). Kurvan har en vertikal tangent i
(x,,¥,) om och endast om lutningen néirmar sig + odndligheten fran motsatta hdll.
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Nu kan vi folja hur hastigheten varierar niir motorcykeln rér sig. Det kan vi gora
med hjilp av en punkt som foljer motorcykeln for varje viirde pé ¢ lings x-axeln
och som visar tangentens viirde i y-led. Vi fir nu en graf éver hur hastigheten
varierar, se den grona grafen i figuren hiir nedan.

Distans (x 100 000 meter)

Vi later Geogebra visa hur motorcykelns hastighet relaterar till dess lige
med avseende pa tiden.

Geogebra-appleten for figuren hittar du pa www.geogebra.org/m/pvNQ65xU. Lit
eleverna undersoka hur hastighetens grafiska representation hér ssmman med
motorcykelns rorelse och be dem tolka vad de ser. Diskutera sedan hur ni ska
abstrahera innehéllet i en grafisk representation. Den grona kurvan ir egentli-
gen derivatan av den bla kurvan, dvs hastighet kan ses som derivata av stricka
med avseende pi tid. Den grona kurvan har ocks lokala maximi- och mini-
mipunkter och skir x-axeln, dvs ir lika med noll, vid vissa tidpunkter. Vad
giller for motorcykelns forflyttning just da? Visa en grafisk representation av
motorcykelns acceleration med avseende pd tiden:

N

Acceleration

Figuren visar forflyttning, hastighet och acceleration i samma koordinatsystem.

Geogebra-appleten som figuren ovan beskriver finns pd www.geogebra.org/m/
v5cedNKX. Lat eleverna undersdka hur hastighet och acceleration hor samman
med motorcykelns forflyttning och be dem tolka vad de ser.
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Sammanfattande beskrivning

Vikan nu ge en sammanfattande beskrivning av motorcykelns rirelse:

o Hastighet kan tolkas som forindring i objektets lige med avseende pa tid,
exempelvis en motorcykel.

o Acceleration ir férindring av hastighet for ett objekt med avseende pa tid.

o Hastighet definieras som derivatan av stricka med avseende pé tid vilket vi
med symboler skriver som v(f) = s'(t).

o Acceleration definieras som derivatan av hastigheten med avseende p4 tid
vilket vi med symboler kan skriva som a(t) =v/(t).

o Viser att acceleration dr andraderivatan av forflyttning vilket vi med
symboler kan skriva som a() = s(2).

o Det foreligger samband mellan forflyttningens extrempunkter och
nollstillen fér hastighet och acceleration.

Nu finns underlag for att diskutera hur trolig modellen ir éver en motorcykels
fird. Det ir uppenbart i den grafiska representationen att motorcykeln har
en initial hastighet, men hur ska vi tolka det? Ser vi egentligen motorcykeln
starta? Pdpeka ocksé att det hir siittet att se pa rorelse dven fungerar for andra
foremal dn for motorcyklar.
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