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GeoGebra

Dynamiska matematikprogram i wya moduler

Forfattarna har skrivit texterna i de nya modulerna Dynamiska matematikprogram
iundervisningen (@rskurs 7-9 respektive gymnasieskolan) samt varit mentorer for
tva workshopserier. | denna artikel introduceras modulerna och nagra exempel
som diskuterades vid workshopseriens tréffar presenteras.

beskriver vi hur GeoGebra ger elever mojlighet att arbeta undersdkande i

matematik. [ artikeln uppmirksammas att matematik ir ett av de imnen
dir digitala verktyg anvinds allra minst. Skolverkets uppfdljning av digitali-
seringsstrategin visar dock att anvindningen av digitala verktyg i matema-
tikundervisningen har 6kat. Vid Karlstads universitet ser vi ocksé att antalet
nyborjarstudenter pa civilingenjdrsprogrammen med tidigare erfarenheter
av GeoGebra har tkat de senaste aren. [ den senaste enkiiten (histen 2023)
angav 86 % av studenterna att deras gymnasielirare har anvint dynamiska
matematikprogram i undervisningen och 89 % av dem angav att de sjiilva
har anviint program som GeoGebra.

I en tidigare artikel, Dynamiska matematikprogram — en outnyttjad resurs,

Digitalisering av nationella prov

I samband med att de nationella proven digitaliseras bér anvindningen av
dynamiska matematikprogram (sdsom GeoGebra) utgdra en naturlig del
av matematikundervisningen, eftersom denna typ av program kommer att
finnas tillginglig via den digitala provplattformen. Detta i sin tur innebir
att matematiklirare som idag inte anviinder dessa verktyg i sin undervis-
ning behover stirka sin digitala kompetens. Dels handlar det om att sjilv
kunna anvinda verktyget, dels om didaktiska kunskaper fér att anvinda
detiundervisningen.

Mot denna bakgrund erbjuder Skolverket kompetensutvecklingsstdd med
fokus pa dynamiska matematikprogram. Stédet bestdr dels av modulerna
Dynamiska matematikprogram i undervisningen (en for arskurs 7-9 och en
for gymnasieskolan), dels av kompetensutveckling i form av workshopserier.
Utbildningen erbjods forsta gangen under hosten 2023 vid ett antal lirosa-
ten for att stotta lirare i arbetet med modulerna. Aven om det ir digitalise-
ringen av de nationella proven som ir drivkraften bakom de nya modulerna,
vill Skolverket lyfta anvindningen av dynamiska matematikprogram som
lirverktyg snarare in firdigheter som ska kontrolleras pa ett nationellt prov.
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Nya moduler om dynamiska matematikprogram

De tvi nya modulerna bestar av fyra delar och vinder sig i férsta hand till
lirare som inte tidigare har anvint eller endast har begrinsade erfarenhe-
ter av att anvinda ett dynamiskt matematikprogram. Den dvergripande
progressionen ir att lirare forst bekantar sig med programmet for att sjilva
lira sig grunderna innan de anviinder det som ett demonstrationsverktyg i
undervisningen med sina elever. Nista steg iir att lita eleverna anvinda pro-
grammet, forst genom att arbeta med dynamiska arbetsblad som innehil-
ler firdigkonstruerade GeoGebra-applikationer och direfter anvinda pro-
grammet i sin helhet och genomfora konstruktioner pa egen hand. I de tvad
forsta delarna dr det alltsd fokus pa lirares anviindning av verktyget och i de
tvd sista ir det elevernas anvindning som stér i fokus.

Under hosten 2023 ansvarade vi vid Karlstads universitet for tva work-
shopserier, en med inriktning mot arskurs 7-9 och en mot gymnasieskolan.
Vi kommer att visa exempel pa vad som behandlades vid de fyra gemen-
samma triffarna som ir kopplade till respektive del i modulerna.

Del I: GeoGebra — ett dynamiskt matematikprogram

Vid denforsta triffen presenterades GeoGebra. Olika konstruktioner demon-
strerades for att visa hur programmet fungerar och vilka méjligheter det ger
inom olika matematiska omriden. Vidare diskuterades vilka uppgifter som
ir limpliga att anvinda da elever har tillging till GeoGebra. Till exempel
diskuterades med gymnasielirarna hur tillgdngen till GeoGebra péaverkar
vad som krivs for att [6sa ndgra uppgifter frin tidigare nationella prov. Bland
annat diskuterades foljande uppgift frain provet fér Ma2a, Ma2b och MaZ2c,
vt 2015 (fran den del dir digitala verktyg ér tillatna).

For funktionen f galler att f{x) = x?—4x + C ddr C &r en konstant.
Punkten (5,7) ligger pa funktionens graf. Bestdm koordinaterna for
en annan punkt som ocksa ligger pa grafen. (2/0/0)
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For att 16sa uppgiften utan digitalt verktyg behover eleven inse att proble-
met behover l6sas i 2 steg (forst bestimma C och direfter en annan punkt
pa grafen).

1. Bestimma C genom att
- inse att C kan bestimmas med hjilp av punkten (5, 7)
-inse att (5, 7) ligger pa grafen © f(5)=7
- skapa ekvationen: f(5)=5*-4-5+C=7
- 16sa ekvationen: 5°—4-5+C=7.
2. Tafram ytterligare en punkt pa grafen genom att
- berikna till exmpel f(1) = 12—4- 1 +2=-1
-inse att f(1)= -1 & punkten (1, -1) ligger pa grafen.

Aven for att 16sa uppgiften med GeoGebra behéver eleven inse att proble-
met behover l6sas i 2 steg.

1. Bestimma C genom att
- inse att C kan bestimmas med hjilp av punkten (3, 7)
- mata in funktionsformeln i algebrafonstret, varvid grafen visas i
ritomradet och en glidare C skapas (se figur 1)
- drai glidaren si att grafen gir genom punkten (5, 7), vilket blir
tydligare om punkten (5, 7) har matats in
- eventuellt kontrollera genom att mata in f(5).

2. Tafram ytterligare en punkt pa grafen genom att
- ligga in en punkt pa grafen med hjilp av punktverktyget
eller
- mata in till exempel f(1) och inse att f(1)=-1 < punkten (1, -1)
ligger pé grafen.

Jimforelsen visar att en elev som har tillging till GeoGebra kan 16sa uppgiften
utan att behova berikna funktionsvirden och utan att skapa och lésa ekva-
tionen. Om ett syfte med uppgiften ir att kontrollera eller dva dessa firdig-
heter s kan tillgingen till GeoGebraifrigasittas. Om viistillet ser pa vilket
mervirde anvindningen av GeoGebra kan tillfora, ir det frimst kopplingen
mellan den algebraiska och grafiska representationen som tydliggors. Genom
att anviinda glidarverktyget kan eleven se hur virdet pa C paverkar grafens
utseende "globalt” det vill siga hur grafen i stort indras nir viirdet pa C ind-
ras. Uppgiften uppmuntrar iven till att observera speciella punkter pa gra-
fen. Att kunna viixla mellan "globalt” och "lokalt” fokus har visat sig vara en
viktig firdighet for att utveckla en djupare forstielse av funktioner. Det dr
alltsd viktigt att viiga det eventuella mervirdet mot risken att viktiga firdig-
heter inte lingre 6vas eller testas nir GeoGebra anvinds. Reflektioner och
diskussioner som i exemplet ovan iir viktigai samband med en 6kad anviind-
ning av dynamiska matematikprogram. Det blir dven viktigt att reflektera
kring nya typer av uppgifter som tar tillvara programmets potential.
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Del 2: Demonstration i helklass

Andra delen handlar om hur lirare kan anvinda GeoGebra for att visuali-
sera och diskutera matematiska samband i helklass. For att gora detta beho-
ver liraren antingen gora en egen konstruktion i GeoGebra eller utnyttja
nagon av alla de resurser som andra anviindare av GeoGebra har delat pa
www.geogebra.org. Aven om det finns manga bra resurser pa svenska sd kan det
vara intressant att anvinda nigon resurs pa annat sprak. Till exempel finns
det manga vil genomarbetade resurser pa engelska som kan vara intressanta
attanviinda och gora till sina egna genom att kopiera, anpassa och dversitta.
Vid triffen tittade vi nirmare pa ndgra befintliga resurser och diskuterade
limpliga fragor att stilla for att uppmuntra elever att delta i klassrumsdis-
kussioner. Bland annat diskuterade vi applikationen i figur 2.
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Figur 2. GeoGebra-applikation av Jonas Hall

I denna applikation ingar sju olika tal som kan indras genom att motsva-
rande punkter (bld) flyttas lings tallinjen. Applikationen ir konstruerad
sd att medianen (gron punkt) och medelvirdet (rod punkt) automatiskt
uppdateras. Hir kan liraren stilla frigor dir elevernas hypoteser kan tes-
tas genom att punkter flyttas. Ndgra forslag pa frigor ir:

— Vad hinder med medianen och medelvirdet om vi flyttar ...?
— Vilket ir det storsta virdet ni kan fi pd medianen genom att flytta en punkt?

— Hur kan punkterna placeras for att medianen ska bli 10 och medelvirdet
ska bli s3 stort som méjligt?

— Hur kan punkterna placeras {or att medelvirdet ska bli 20 och medianen
ska bli s3 stor som mojligt?

— Hur kan punkterna placeras for att medelvirdet ska vara ett "missvisande”
ligesmatt?

Del 3: Dynamiska arbetsblad med GeoGebra

I modulernas tredje del ir fokus pa elevers anvindning av GeoGebra. Hir
handlar det om firdigkonstruerade GeoGebra-applikationer med tillho-
rande textiformav instruktioner och fragor till elever, si kallade dynamiska
arbetsblad. Manga av de resurser som finns bestar endast av en GeoGebra-
applikation utan instruktioner och/eller fragor till elever och da ir det vik-
tigt for lirare att fundera dver limpliga fragor att stilla till dem.

Det finns dven firdigkonstruerade dynamiska arbetsblad tillgingliga att
anvinda direkt eller anpassa till den egna klassen. Vid triffen demonstre-
rades hur ett befintligt arbetsblad pa engelska kan 6versiittas och anpassas.

I figur 3 visas det ursprungliga arbetsbladet till viinster. I den hogra bilden
ser vi resultatet nir glidaren har dragits hela viigen till hoger.

[ figur 4 visas det anpassade arbetsbladet. Hir valde vi att kortaned instruk-
tionerna och placera dem i direkt anslutning till frigan. For att poiingtera
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att eleverna ska dra en generell slutsats, omformulerade vi den forsta fragan.
Vidare valde vi att ta bort alternativet att undersoka yttervinklar genom att
ta bort kryssrutorna samt den andra frigan.

Triangle Angle Theorems

Interact with the app below for a few minutes.

Then, answer the questions that follow.

Be sure to change the location of this triangle's veritices each time before you drag the slider!
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What s the sum of the measures of the interior angles of this triangle?.
What is the sum of the measures of the exterior angles of this triangle?

https.//www.geogebra.org/m/munhXmzx#material/FAhtKpR5
Figur 3. Dynamiskt arbetsblad i GeoGebra av Tim Brzezinski.

Q

gidare.

Draiglidaren!
Andra triangeln genom att dra i triangelns hérn och dra dérefter i glidaren igen.
Vilken slutsats kan ni dra om vinkelsumman i en triangel?

Figur 4. Anpassat arbetsblad https.//www.geogebra.org/m/pdgxypxu

Del 4: Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Modulens avslutande del handlar om elevaktiviteter diir eleverna sjilva ska
skapa de GeoGebra-konstruktioner som behdvs. Nir elever ges mojlighet att
skapa sina egna konstruktioner, baserat pa instruktioner som kan vara mer
eller mindre detaljerade, utvecklar de sina firdigheter med programmet.
Nir eleverna blir bekanta med programmet kan det bli naturligt for dem att
spontant anvinda det i olika situationer.

Ettsittatt underlitta for eleverna att bekanta sig med programmet r att
begrinsa antalet verktygi GeoGebra. Exempel pa detta kan vi se i manga av
de resurser som finns att tillgd. Figur 5 visar ett exempel dir endast de néd-
vindiga verktygen ir tillgingliga. En fordel med att begrinsa antalet verktyg
for elever dr att detta minimerar risken att de fastnar i tekniska detaljer och
att matematiken hamnar i skymundan. Pa det hiir viset kan eleverna bekanta
sig med nigra fi verktyg it gdngen.
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Anvénd polygonverktyget for att konstruera spegelbilden av den réda polygonen.
Testa darefter ditt svar genom att anvanda speglingsverktyget.

®> X

spegellinje

https.//www.geogebra.org/m/xtthmxua
Figur 5. Dynamiskt arbetsblad med ett begrinsat antal verktyg.

[ samband med att elever ska arbeta med aktiviteter i GeoGebra ir det vik-
tigt att fundera 6ver pa vilketsitt de ska f3 tillging till ak tiviteterna samt hur
de ska dokumentera sitt arbete. Ett sitt ir att de far aktiviteterna utskrivna
pa papper som de dven kan redovisa sina svar pa. Ett annat alternativ dr att
skapa en GeoGebrabok bestidende av flera dynamiska arbetsblad. Hiir finns
dven mdjlighet att skapa en GeoGebralektion (GeoGebra Classroom) dir
liraren kan 6verblicka elevernas arbete med aktiviteten via sin egen dator.
Detta demonstrerades vid den sista triiffen och lirarna fick dven prova pa
att som elever genomfora nigra uppgifter i en GeoGebralektion.

Mojligheter och utmaningar med GeoGebra

Trots vissa utmaningar var lirarnas erfarenheter 6vervigande positiva. Som
avslutande kursuppgift (for att erhalla kursintyg) ombads deltagande lirare
attreflektera kring mojligheter och utmaningar med att anvinda GeoGebra
i undervisningen. Bland annat lyfte flera lirare fram majligheter som kan
leda till 5kad forstaelse hos elever. Nagra méjligheter som nimndes var att:

— snabbt rita exakta figurer
visualisera abstrakta matematiska begrepp och samband

l3ta eleverna undersdka matematiska samband

variera undervisningen for att 6ka elevernas motivation.
Bland de utmaningar som lirarna nimnde handlade de flesta om:

— behov av tid att lira sig programmet, bade for lirare och elever

behov av ytterligare kompetensutveckling

distraktionsproblem nir elever jobbar vid datorer

att elever kan ha svirt att se kopplingen mellan det de gér i GeoGebra och
mer traditionella uppgifter.
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