Christoph Kirfel

Det magiska korttricket

Den hér artikeln inleds med en berattelse om nar den stora magikern genomfor ett
trolleritrick. Darefter avslojas tricket och forfattaren for ett induktivt resonemang
for att bevisa ett kant talteoretiskt pastadende som kallas Proizvolovs identitet.

Kdra }mﬁfiﬁ.’

I kvill far ni f4 lira kiinna mina formégor att se in i framtiden, att férutsiga
ett hindelseforlopp. Jag behover tva frivilliga hir i salen som erbjuder sig att
delta i demonstrationen. Det ir helt ofarligt, ingen kommer till skada. Min
uppgift ir att forutsiga vad de tva testpersonerna ska gora. Ah, tack Frode
och Jorunn. S& hir har vi tva frivilliga.

Ni ser hir att jag har en helt vanlig kortlek, eller snarare en del av en kort-
lek, alla kort fran 1till 10, om vi siiger att ess motsvarar talet 1. Jorunn, du far
girna kontrollera att allt dr korrekt. Pa denna lilla papperslapp ska jag nu
skriva ett tal som senare kommer att dyka upp. Talet pa lappen kommer att
avsloja att jag kan se in i framtiden och forutsiga vad mina tva frivilliga hir
kommer att gora.

Nu far du blanda denna lilla kortlek sa gott du kan, Frode, och jag, kvillens
stora magiker, delar ut hilften av korten till var och en av er. Varje person
far alltsd fem kort, helt slumpmissiga kort. Fem kort vardera. Jag sitter pa
mig en dgonbindel och kan inte se vad de bida gor.

Jag kommer nu att be den av er som fick 10-kortet att sortera sin hand i fal-
lande ordning medan den andre sortera sin hand i stigande ordning, Publiken
far girna kontrollera att Jorunn och Frode gor ritt. Jag kan inte se nigot.

Ni ska nu rikna ut differenserna mellan motsvarande kort, det vill siga dif-
ferensen mellan Jorunns forsta kort och Frodes forsta kort, sedan differen-
sen mellan Jorunns andra kort och Frodes andra kort och sé vidare. Sedan
ska alla dessa differenser liggas ihop. Det tar lite tid.

Och vad blir svaret, Jorunn?

Jorunn: Summan av alla differenser ir 25.

Det siiger du inte? Lt oss titta pa lappen.
Vad visste jag innan du blandade korten och
jag delade ut dem helt slumpmassigt? Se dir,
pélappenstir det 25. Annu ett bevis pi min
oovertriffade formiga att se in i framtidens
dolda hemligheter.
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Skojare eller akta siare?

Lt oss undersoka korttricket som magikern presenterade. Han delar ut kor-
ten 1-10 till tva hinder, helt slumpmiissigt. Sedan sorteras den ena handen
(densominnehiller talet 10)ifallande ordning och den andra i stigande ord-
ning. Det kan till exempel se ut s3 hir:

Jorunns  Frodes

hand hand
10 1
7 4
6 5
3 8
2 9

Vi beriknar nu differenserna mellan talen och adderar dessa, det vill siga
(I0-D+(7-49)+(6-5)+8-3)+(9-2)=9+3+1+5+7=25

Talet 25ir det tal som stod pd lappen, vilket publiken givetvis hipnade 6ver.
Mystiskt? Nej inte alls. Summan av differenserna — och da tinker vi pa de
absoluta virdena pé differenserna dir vi subtraherar det minsta frin det storsta
talet — kommer alltid att vara 25 oavsett vilka kort som tilldelats vilken hand.

Ftt generellt samband

Vi ska nu att triida in i rollen som matematiker och stilla frigan: "Finns det
ett generellt samband hir?”. Vi formulerar problemet i en nigot mer gene-
rell version dir vi utgdr frén ett jimnt antal pa varandra f5ljande tal. Vi ir
bara intresserade av situationer med ett jimnt antal kort eftersom antalet
ska kunna delas lika pa tva hinder.

Talen], 2, 3...(2n—1), 2niruppdelade i tva lika stora mingder. Den mingd
som innehéller det storsta talet (2n) dr ordnad i fallande ordning sa att a, >
a,>...>a .Denandramingden ir ordnad i stigande ordningsiatt b, < b, <
...<b .Dairsumman av differenserna (utan tecken) lika med:

la,~b,|+]a,~b,|+...+|a,~b | = n?

Vir hypotes ir sdledes att summan av differenserna alltid ir lika med kva-
draten p4 halva antalet kort.
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Vi undersoker hypotesen

Tva typer av situationer kan uppsta som ir ganska olika. Det minsta och
storsta talet (1 och 2n) kan hamna pé olika hinder eller p4 samma hand.

1. Har de hamnat pa samma hand ser situationen ut sa hir:

Hand A: 2n..(a-1..2,1
Hand B: a..

Eftersom1och 2nirpa hand A, kommer det ligsta kortet pd hand B att vara
ett annat tal in 1. Vi kallar detta kort f6r a. Da kommer alla kort ligre in a
att samlas pa hand A tillsammans med ett. Hand B har da inga kort ligre
in a. Hir foreslar vi ett kortbyte, dir hand A far a i utbyte mot 1. Detta ger
foljande situation

Hand A: 2n...a,(a-1)...2
Hand B:

Forindringen i den forsta differensen ir a —1, eftersom 2n —a ersiitts med
2n—1.Forvar och enav de (a—1)sista differenserna ir forindringen 1. Totalt
sker alltsd ingen forindring i differenssumman. Dirfor kan vi alltid anta att
de hogsta och ligsta korten iri olika hinder.

2. Har de hamnat pa olika hinder ser situationen ut sd hir:

Hand A: 2n...
Hand B: 1..

Vi forestiller oss nu att vi tar talen 2n och 1ur spel. D4 dterstar talen frin 2
till 2n —1. Viminskar samtliga dessa tal med ett och fér talfsljden 1 till 2n — 2.
Eftersom vi har minskat alla tal pd bide hand A och hand B med samma tal
(nimligen med 1), kommer de enskilda differenserna mellan de iterstiende
korten att vara oférindrade.

De aterstiende korten med talen fran 1till 2n — 2 kan tinkas komma frin
ett situation med tva firre kort dan den vi utgick frain. Om nu vér hypotes,
nimligen att differenssumman ir lika med kvadraten pa halva antalet kort,
stimmer for denna reducerade kortlek, det vill siga att summan av differen-
serna for en kortlek med kort fran 1till 2n—2 ir (n—1)?, dd kommer summan
av differenserna for hela kortleken fran 1till 25 att vara:

D=m-1P*+2n-)=n’-2n+1+2n-1=n?

eftersom (2n—1) ir differensen mellan de tva kort vi tog bort fran spelet. Kort
sagt: Om vér hypotes giller fr (2n —2) kort sa giiller den iven for 2n kort.

Nu tittar vi pd minsta majliga kortlek som endast bestdr av tva kort med
talen 1och 2. Hir ir n=1och differensen ir 1 =12 som 6nskat. Siledes kan
vidraslutsatsen att var hypotesiir korrekt dven for en kortlek med fyra kort.
Viundersoker hela tankegingen for fyra kort. Férst kontrollerar vi om 4 och
liriolika hinder, annars gor vi ett kortbyte. Nir vi vet att 4 och 14r i olika
hinder tar vi bort dem fran spelet och stir kvar med talen 2 och 3. Dessa
reduceras till 1 och 2 utan att differensen indras (bdde minuend och subtra-
hend reduceras med ett). Spelsituationen med talen 1 och 2 ir redan bekant,
dir dr differensen 1. Ligger vi till differensen mellan de borttagna korten
(4-1=3)farvi3+1=4 = 2% som dnskat.
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Vilken férdelning som helst av korten 1till 2n pa tva hiinder kan med hjilp
av vart vixlingstrick reduceras till en motsvarande férdelning av korten
1 till 2n—2, diir vi kan anta att hypotesen redan har visats. Vi kan dirmed
draslutsatsen att hypotesen maste giilla alla kortlekar diir antalet kort ir ett
jamnt tal (1till 2n).

Den typ avargument som vi anvint hir kallas for induktion och férekom-
mer pa ménga stillen inom matematiken, sirskilt nir det giller att bevisa
pastdenden om naturliga tal.

Mer att fundera dver

1. Viser foljande monster:

1=12
143=22
1+434+5=3

143454+ (2n-T)=n?

Pastiende: Om du ligger ihop de forsta n udda talen far du n?.
Kan ett sidant pastiende visas med hjilp av korttricket?

2. Viskriver om summan av differenserna fran vart allra forsta exempel
pa foljande sitt:

(10-D)+(7-4)+(6-5)+(8-3)+(9-2)=10+7+6+8+9-1-4-5-3-2

Da ser vi att de fem storsta talen upptrider positivt medan de fem minsta
talen upptrider negativt. Kommer det alltid att vara s hiir och kan detta
mojligen hjilpa oss att visa korttricksresultatet pa ett nytt sitt?

Kanske kan den hir illustrationen hjilpa oss att inse
att vi alltid far kvadrattalet n? som svar.

Korttricket eller den underliggande ekvationen kall-

las "Proizvolovsidentitet” och har varit kiind f6r mate-

] matiker under lang tid. Sjilv fick jag se tricket for for-

— sta gdngen hos lektorstudenten Ruben Schelbred
| Thormodszeter.
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