Lasse Berglund

Derivatans graf —
elevens tankesprang

Geogebra dr ett kraftfullt verktyg som kan anvandas for att skissa derivatans
graf. Eleverna far hjalp att forstd och inte bara géra ndgot schablonmassigt da
abstraktionsnivan stiger.

hjilpmedel som ndgra whiteboardpennor. Inget skymmer sikten och

ett samtal kan uppsta runt en skriven formulering. Men trots detta
kan man i vissa kursmoment utnyttja nagot digitalt hjilpmedel om det gors
med eftertanke.

Det dynamiska programmet Geogebra ir ett kraftfullare verktyg in den
grafritande riknaren. Om Geogebra ska anviindas ir det dirfor limpligt att
utnyttja denna dynamik. Inte bara att schablonmissigt lira eleverna hur
man matar in f(x) i ett av filten och pé raden under matar in f'(x). Att fa en
poing pé det nationella provet f6r den insatsen ir inget som gynnar fram-
tida generationer.

D et fungerar ofta bra dd mani sin undervisning ndjer sigmed si enkla

Fran tangent till derivata

Attentangent dragenien punkt pd en graf utgdr ett matt pa grafens lutning
i den punkten ir sillan ndgot problem for elever. De ser ocksa att lutningen
ir storre i punkt A dn i punkt B; se figur 1. Allt ir handfast och konkret.

A B

Figur 1

Lingre fram i studierna stoter de pa det sd kallade teckenschemat som med
sina plus- och minustecken hjilper till att reda ut var den aktuella funktio-
nen vixer respektive avtar. Inte heller detta véllar ndgra bekymmer, dven
om manga tar in resonemanget rent mekaniskt. Man klarar av att rita gra-
fen. Men steget diirefter, att skissa derivatans graf, ir stort for manga elever.
Abstraktionsnivan stiger och ett tankespring ska till. Innan vi gir vidare i
detta foljer hir nagra tekniska rader rérande Geogebra.
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Glidare och spar
Viska hiiranalysera derivatan till en fjirdegradsfunktion och skriver dirfor in
o) =x"/4-5x*/3 +x* + 8x + 26

Direfter skapar vi en glidare a med steglingden 0,01; se figur 2 med f(x) och
glidaren. I inmatningsfiltet skriver vi in x = a vilket ger oss en vertikal linje,
se dterigen figur 2.

° a=1.62 ° a=1.62 a=1.62
e
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Figur 2 Figur 3 Figur 4

Frin en av menyerna i Geogebra viljer vi:

4+ Punkt och klickar en ging i skirningen mellan grafen och den vertikala
linjen. Den vertikala linjen behovs inte mer, sd med en hogerklick tar
vi bort bocken for Visa objekt. Se figur 3 diir en punkt nu foljer utmed
grafen nir vi drari glidare a.

4 Tangent och klickar pa var punkt och sen en ging ndgonstans pa grafen.
En tangent visar sig; se figur 4.

4+ Lutning och klickar en ging pd tangenten. En Ay/Ax-triangel visar sig
men den intresserar oss inte. Det vi behdver ir det som har dykt upp
i inmatningsfiltet: k = Riktningskoefficient. Vi déljer dirfor bide
tangenten och triangeln. Istillet skapar vi nu en punkt P sddan att
den for varje givet x-viirde har kurvans lutning som y-viirde. Denna
sista mening tal att lisas en gang till. Vi skriver dirforin P = (a,k) i
inmatningsfiltet; se figur 5 och den réda punkten i figur 4. Med denna
punkt med sin speciella y-koordinat har eleven nu en grund for en
bittre forstaelse for derivatans mest elementira definition: f(a) = k.

k = Riktningskoefficient(g)
— 2.37
P=(a,k)
— (1.62,2.37) Figur 5

Nir vi nu drari glidare a ser vi férutom viar rorliga punkt pa grafen ocksi en
annan punkt, den roda, som far omkring pa skirmen. For att uppfatta dess
framfart bittre, hogerklickar vi pa den och viljer Visa spdr.




Vad innebér tecknen i schemat?
Efter att halost ekvationen f(x) = O ska ett teckenschema studeras:

X \ -1 2 4
f'x)]- 0 + 0 — 0 +
O 7~ X 7~

Vira elever vet att da derivatan ir negativ, som i exempelvis intervallet
2 <x <4, se schemat, ir funktion f(x) avtagande dir. Mer sviivande blir sva-
ren om man frigar var derivatans graf befinner sigi samma intervall. Insikten
som kriivs, ir att om derivatan ir negativ si befinner den sig under x-axeln,
dir den dessutom kan vara bdde avtagande och viixande vilket den ocksé ir
idettafall. Lat oss starta Geogebra och utnyttja det som vi precis har skapat.

Med sma steg framat for att se nagot stort

Vifor glidare a till sitt viinstra lige for att sen borja dra den at hoger. Samtidigt
som den svarta punkten a kommer nedglidande utmed kurvan, se figur 6,
kommer nu en kavalkad av roda punkter nerifran, som hela tiden ir i fas med
punkten aix-led och som bildar en ny kurva. Det iir derivatans graf som viixer
fram infor elevernas dgon. Den niirmar sig sitt forsta nollstiille och kommer
att varaframme exakt da punkten a nar sin minpunkt; se figur 6 och figur 7.

IisThe

6 7 8 9 10 11

4 Ifigur 8 ir derivatan pa viig att gora en gir, det vill siga den befinner
sig just nu pa en egen max-punkt. Detta stimmer ocksd med kurvan
diruppe, for just for detta x-virde, i den s kallade inflektionspunkten,
ir lutningen i detta intervall maximal.

+ Ifigur 9 fortsitter derivatan att visa en funktion som vixer. Detta ir
manga ginger svirt for elever att ta in. "Den roda kurvan gir ju nerat.”
Ja, derivatan gir nerat eftersom lutningen har borjat avta. Men kurvan
diruppe ir fortfarande vixande i detta intervall.

4 Ifigur 10 nar derivatan sitt tredje nollstille frin den negativa sidan
samtidigt som den svarta punkten anlinder fran ett intervall dir alla
tangenter har ett negativt virde pa k.

+ Ifigur 1l slutligen ser eleverna att teckenschemat ovan ir fullbordat.
I denna studie finns minga mojligheter till fruktbara diskussioner i klas-
sen var ging man stannar upp i processen, vilket man med detta dynamiska

uppligg kan gora precis nir man tycker att det passar. For att sen bli av med
sparet trycker man CTRLF bade pa en PC och pi en Mac.
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"Det minskar med ett”

Vira elever kan derivera: "Talet dir uppe trillar ner och sen minskar det
med ett”. S3 ir det si klart men for manga blir forfarandet inte mer in nigot
de rabblar.

En forstagradare gor inga sviingar, det vill siga den har bara en riktning.
En andragradare har tva riktningar. En n-te gradare kan ha n stycken rikt-
ningar. [ figur 12 &r den svarta kurvan en sjittegradsfunktion. Vi ser ocksd
att den har sina maximala sex riktningar. Med samma hantering som ovan
kan en elev nuilugn och ro sitta med sin glidare, se hur derivatan till denna
sjittegradare vixer fram och konstatera att den har fem riktningar. Denna
minskning med ett ir for eleven inte lingre nigot som bara iir, utan mantrat
derivatan av en sjittegradare dr en femtegradare har fsthoppningsvis fatt

lite kostt pa benen.

f(x), ett polynom med 6 riktningar.

N\
[N\

\/‘ Figur 12

f’(x), ett polynom med 5 riktningar.

AL X LT T TP

Vi observerar dock att resonemanget om riktningar giller fullt ut forst da
n-te-gradaren verkligen har n stycken riktningar.

Den som glider far se
Vi matar nu in funktionen f(x) = 4,4sinl,7x — 0,5¢” > + x* + 3x + 9 och far

grafen i figur 13.
Ar det en terrasspunkt vi har diir borta till viinster? Det ir inte helt litt

attavgora, och ekvationen f’(x) = O saknar dessutom analytiska 16sningar. S&
ir det en terrass? Den som glider far se.

fix)

.
40

Figur 13
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Brask

app

Det gir naturligtvis bra att gora denna analys med enklare hjilpmedel. Det
ricker med ett par pennor och tavlan i klassrummet; se nedan.

]

ﬁ&

L

i

\_

fe)

[0\

A 0]

N {»
iAW

——

o

Wi

Viplace

rar forst ut

derivatans nollstdllen.

Da derivatan ska vara
positiv i detta intervall
och samtidigt passera

dessa tvd punkter,
madste den se ut
ungefir sd har.

Till véiinster ska
derivatan vara under
x-axeln, till higer ska
den vara over.

Da derivatan ska vara
negativ i detta intervall
och samtidigt passera
dessa tvd punkter,
madste den se ut
ungefdr sd hdr.

Aven med denna framstillning ser eleverna att da funktionen har fyra rikt-
ningar, fir derivatan tre riktningar.

Nagra

tillagg

4 Ettalternativ till att drai glidaren dr att man trycker pa hogertangenten
pi tangentbordet. Metoderna kompletterar varandra.

4+ Man kan med fordel ligga in ett dverflod av glidare och sen i
inmatningsfiltet till exempel skriva in:

() = Ax* + Bx® + Cx* + Dx + E + Fsin(jx) + Ge®™

Med limpliga virden p4 glidarna kan man nu fi den fjirdegradskurva
som vi hiir har studerat, eller innu hellre, helt egna kurvor,
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