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Att tolka derivator med hjalp
av enheter

Forfattarna hari ett ULF-projekt utformat ett arbetsmaterial for elever som laser
gymnasiets kurser Matematik 3b och 3c. Elever som kan derivera mekaniskt kan
genom att undersoka aktuella enheter fa battre forstaelse for hur de ska tolka
derivator i ett sammanhang.

for elever utifrdn deras erfarenheter av undervisning i gymnasiets

matematik kurs 3 och 4. Inte heller att veta ifall de ska derivera, inte-
grera eller ingetdera nir de ska rikna ut nigot. Inte ens fér den elev som ir vl
fortrogen med den rent mekaniska deriveringen eller integreringen ir detta
helt litt. Att derivera, siitta derivatan till noll, derivera igen och undersika
andraderivatans tecken ir viktiga steg inom differentialkalkylen vid 16sning
av optimeringsproblem. Nir det giller att tolka derivator och integraler ser
vi ett utvecklingsomride inom differential- och integralkalkyl. Dirfor har
viiett ULF-projekt (undervisning, lirande, forskning) om proportionali-
tet,isamarbete med Malmo universitet, utformat ett arbetsmaterial i vilket
enhetsresonemang och -analys kan visa pa en viig framat. Arbetsmaterialet
ir knutet till gymnasieskolans kurs Matematik 3¢ pa natur- och teknikpro-
grammen samt Matematik 3b pa samhiillsprogrammet och behandlar tolk-
ningav derivator. Detta arbetsmaterial tycks vara ett brasitt att frimja elev-
ernas lirande inom detta omrade.

Att elever pd programmen NA, TE och SA kan hantera matematiska
begrepp, metoder och modeller, samt kan tillimpa och formulera dessa i
olika situationer, ingdr i exempelvis dessa tva punkteriimnesplanerna 3b/c
i gymnasiets matematik.

ﬁ tt tolka derivator eller integraler i ett ssmmanhang iir inte det littaste

4+ Problemlésning som omfattar begrepp och metoder i kursen, med
sirskild utgdngspunkti karaktirsimnen och samhillsliv.

4+ Tillimpning och formulering av matematiska modeller i realistiska
situationer. Utvirdering av matematiska modellers egenskaper och
begrinsningar.

Uppgifterna i figur 1 och 2 visar att dven pa nationella prov ir tolkning av
derivator viktiga:
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Det radioaktiva d&mnet polonium-210 sénderfaller till bly-206. Vid
sonderfallet bildas dven helium-4. I ett visst preparat kan massan som finns

kvar av polonium-210 beskrivas med sambandet m(r) = 2000 g 0005

dédr m dr massan av polonium-210 i pg och ¢ &r tiden i dygn rdknat frén
mitningens borjan.

Vilket av alternativen A-H nedan anger forandringshastigheten for massan
polonium-210 vid tiden 1000 dygn?

A, —2000e” pg

—-2000e” pg/dygn

w

2000e pg

o

D.  2000e” ugdygn

E. -10e” ug
F. —10e” pg/dygn
G. 10e” ug

H  10e” pg/dygn (0/1/0)

Figur 1. Offentliggjord nationellt prov-uppgift. Matematik 3c 2014 Del B.

Funktionen f beskriver hur en vixande vattenmelons vikt y beror av tiden ¢,
det vill sdga y = f(z). Vikten y anges i hg (hektogram) och tiden # i veckor.

Vad fér du veta genom att bestimma f”(3) ?

Vilj ett av alternativen A-E. (0/1/0)
A. Den vikt i hg som vattenmelonen har vid tiden 3 veckor.

B.  Vattenmelonens viktdkning i hg under 3 veckor.

C. Vattenmelonens genomsnittliga viktkning i hg/vecka under 3 veckor.

D. Dentid det tar for vattenmelonens vikt att 6ka till 3 hg.

E.  Vattenmelonens viktokning i hg/vecka vid tiden 3 veckor.

Figur 2. Offentliggjord nationellt prov-uppgift. Matematik 3¢ 2013 Del B.
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Uppgiftenifigur 1forutsitter savil kunskaper i deriveringsteknik som enhets-
hantering. [ uppgiften i figur 2 ser vi ett innu renare exempel pd vikten av
enhetshantering inom differentialkalkyl. T denna uppgift saknas funktions-
uttryck. Att behiirska den mekaniska deriveringen ir inte tillrickligt och
heller inte det som bedéms i uppgiften. Hir ir det tydligt att eleven beho-
ver kunna associera en statisk/dynamisk situation med tillhérande enhet.
Ambitionen med var undersdkning har varit att identifiera undervis-
ningsitgirder som i férsta hand angriper den tredje punkten av féljande:

1. Hur loser elever uppgifter?
2. Hur vill vi att elever ska losa uppgifter?

3. Hur bir vi utfora undervisningen sé att eleverna far bittre forstielse
och maluppfyllelse inom omradet tolkning av derivator?

Studien ir kvalitativ samt mycket liten, varigenom generaliserbarheten ir lig.

Sammansatt enhet

I Nidmnaren 2018:1 dterger Ahl och Helenius den gingse definitionen av
sammansatt enhet:

En sammansatt enhet [eng rate] ir ett forhallande dir tvd enheter som
miter olika kvantiteter kombineras till en ny enhet som exempelvis
hastighet, kilopris och densitet.

Solens altitud (hojd) pa himlen

Foljande dvning genomfordes i en blandad NA/TE-grupp med cirka tio
elever strax efter att derivator hade introducerats. Syftet var att tydliggora
skillnaden mellan symbolerna f och f'i ett sammanhang. Eleverna har tidi-
gare i kapitlet kommit i kontakt med forindringshastigheter pa olika siitt.
Eleverna fick varsin stencil som de arbetade med samtidigt. Riitt siffra och
bokstav parades samman i en tabell, vilket eleverna lyckades relativt viil med.
Under avslutande diskussion uttryckte eleverna att de insig att enheterna °
respektive %h gav en nyckel till vad symbolerna f respektive f representerar.

Ovning Solens altitud/hsjd pa himlen i grader
efter t timmar efter midnatt ges av funktionen f.

Koppla ihop ritt siffra och bokstav! / D. -41°
/
- 9°h °
1. f12) G /! B. 52
2. f(8) Altitud .
3. F(8) //% A. 26
4. f(12) / >
5. f(2) ,/ Timvinkel

E. 0°/h

Figur 3. Solens altitud/héjd pa himlen i grader.
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For att draskillnaden mellan foch f'till sin spets lits argumenten tta respek-
tive tolv timmar vara parvis lika. For att kunna para ihop ritt siffra med ritt
bokstav krivdesatt eleverna hade kunskaper om hur solen rér sig éver himla-
valvet fér att kunna gora en rimlighetsbeddmning. For att leda in elevernai
uppgiften gav liraren inledningsvis input av typen [pekande med handen]:
Solen gdar upp i dster och da dir altituden noll grader. Sedan rir sig solen uppdt
och ndr toppen kring lunch for att senare gd ned i vister.

Skillnaden mellan f(x) och f{x) i en kontext

Foljande 6vning genomfordes ett par veckor senare i samma blandade NA/
TE-grupp som gjorde Solens altitud/hdjd pd himlen. En tid senare genom-
forde liraren samma 6vning med en SA-grupp med tre elever. Eleverna fick
forst en gemensam uppvirmningsdvning som kretsade kring ett rorelse-
problem himtat frin mekaniken. Ovningen inbegrep en utrikning utifran
ett funktionsuttryck, figur 4 deluppgift a, samt en derivering utifran deri-
veringsreglerna i deluppgift c. I deluppgifterna b och d skulle iven en tolk-
ning goras. Glom inte enhet! patalades sirskilt for eleverna. For att ytterligare
tydliggora skillnaden mellan f och f’sattes argumenten lika (2,7 s). Eftersom
de var lika var argumenten som sidana ointressanta. Stenen hade alltsa tva
olika slags egenskaper vid samma tidpunkt — hojd och fart.

'/i £ 6" SUm mar

lu A
Ex En sten faller fran en hég hojd. ftmotslandet,
Stenens hojd i m ges av funktionen h(f) =48 - 4,9 t2 dar t ar tiden i s. .

a) Bestdm h(2,7)
b) Tolka ditt svari a)
c) Bestam h’(2,7)

Gl6m inte enhet!
d) Tolka ditt svari c)

Figur 4. Skillnaden mellan f(x) och f'(x) i en kontext, gemensam évning pd tavlan.

Eleverna fick sedan varsitt hifte med fem olika problem. Problemen lostes
i par eller individuellt under cirka tio minuter. Eleverna skulle precis som i
solh6jdsévningen paraihop blitt och gront, figur 5. Avsiktligen erbjods elev-
erna denna ging inte nigon ledning som Kolla pd enheterna. I enstaka fall
krivdes uppgiftsfortydligande. Eleverna uppmanades att skriva kommen-
tarer samt att bedoma svérighetsgraden. De fick sedan limna in anonymt
och deras kommentarer var generellt sparsmakade i stil med Jag tittade pd
enheten. Uppgiften hade designats med en progressiv svarighetsgrad, dir nya
klurigheter lyftes in uppgift for uppgift. I ssamband med att eleverna gjorde
6vningarna fyllde de dvenien enkiit dir de beddmde dvningens svérighets-
grad pa en skala i fem nivaer fran lag till hog, samt gavs utrymme fér egna
kommentarer i fritext, figur 5. Detta gjorde vi for att ge eleverna mojlighet
att sjilva identifiera eventuella svirigheter.
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1. Méngden nederbérd som fallit ges
av f(t) dar t ar tiden i h efter kl. 00:00.

Para ihop féljande:

Svarighet

tag O O O O O Hag

f(7) 19 mm Kommentar:
(1) 3,4 mm/h
2, Lat f(t) ange den strécka som en Svarighet
kropp forflyttats efter tiden ¢.
tag O O O O O Heg
Para ihop féljande:
11,6 m Kommentar:
)
fit) 8,2m/s

4

Figur 5. Skillnaden mellan f(x) och f'(x) i en kontext, uppgift 1 och 2.

[ uppgift 1i figur 5 ser vi bide enheten mm och den sammansatta enheten
mm/h. For att ytterligare tydliggora skillnaden mellan f och f’sattes argu-
menten lika — i och med likheten kunde ingen ledtrad hittasiargumenten.
Nyckeln for elever att 16sa uppgift 1 ligger i att géra en enhetsanalys. Eleverna
pitalade ingen sirskild svirighet i denna uppgift och samtliga klarade upp-
giften. Eleverna skattade svarigheten som ldg. En tolkning kan vara att upp-
giften uppfattades som relativt konkret med storhetsparen ackumulerad
nederbord respektive nederbirdsintensitet. En kommentar frin en samhills-
elev var: f associerad med hastighet/fart. En annan kommentar fran samma

grupp var Sjilvklart, prim mdter hastighet.

3. Hastigheten av en kropp ges av Svarighet
f(t), dar t ar tiden.
tag O O OO O Heg
Para ihop féljande:
f(5,2) 5,4 m/s Kommentar:
2
f5.2) 2,9 m/s
4. Mangden vatten i en tank vid tiden Svarighet
t ges av funktionen f(t).
o Lag O O O O O Heg
Para ihop foljande: 42 I/min
Kommentar:
f{10,4)
F(6,1) 2107 |

4

Figur 6. Skillnaden mellan f(x) och f'(x) i en kontext, uppgift 3 och 4.
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Tuppgift 3, figur 6, infordes en ny svirighet. Funktionen fangav nu en hastig-
het; alltsd ett viirde med en enhet som i sig dir ssammansatt. Eleven forviintas
hir inse att derivatan av f motsvarar en acceleration med enheten m/s”. Inte
heller hir gav argumenten nigon anvindbar information. Dessa elever liseri
skrivande stund kursen Fysik 1, och har alltsd redan bekantat sig med begrep-
pet acceleration och enheten m/s? men utan den matematiska sprakdrikten
med derivator som de stoter pd i Matematik 3c. Flera elever ansig att svarig-
hetsgraden var nigot hogre. Hir foljer ett axplock av citerade kommentarer
frin NA/TE-programmen: Det lite svdrare var att kolla vad hastigheterna
stod for. Jag tittade pd enheten. Lite svdrare dn foregdende. Samtliga klarade
uppgiften. Pd samhillsprogrammet gick det simre: Vet ej om hastigheten for-
dubblas vid prim. Vet inte riktigt vad som menas.

Uppgift4, figur 6, hade en annan karaktir. Den handlade inte om hastig-
hetimeningen fysisk forflyttning per tidsenhet, utan om hastighet i en mer
overford betydelse. Tva elever bedomde uppgiften som ganska svir medan
dvriga bedomde den som litt och samtliga elever klarade uppgiften. Bland
elevernas kommentarer fanns: Enheter gjorde uppgiften littare. Tittade pd
enheterna. Logiskt tinkande. Eniakttagelse visjilva gjorde var att mitetalet
for volymen ir oerhort stort i forhallande till forindringshastigheten, vil-
ket kan ge en antydan om att mitetalet 2107 hinger ihop med volym. Hade
mitetalen kastats om, hade eleverna fatt rejil kognitiv dissonans. Samtliga
elever klarade uppgiften.

5. Temperaturen i en Coca cola-burk t Svarighet
h efter att den tagits ut ur ett kylskap
ges av funktionen f{t). Lag O O O O O Hog

Para ihop féljande: Kommentar:
f(8) f(8) 5°C

f(0) 5°C/h
£0) R
02°c/h 196°C 7

Figur 7. Skillnaden mellan f(x) och f(x) i en kontext, uppgift 5.

Eleverna uppfattade uppgift 5, figur 7, som nigot mer komplex och de hamnar
innu lingre ifrin begreppet hastighet i dess "rorliga” form: Man fick tinka
lite, men den var inte sérskilt svdr. Det fanns flera alternativ som gjorde det
lite svdrare. Bra uppgift, lite svdrare men inte for svdar. Man fick tinka, f/(0)
& f(8) var lite kluriga. Hir hade eleverna nytta av att identifiera enheterna.
Uppgift Sinnebar dock hogre komplexitet med de bida paren av argument
(Oh och 8h). Eleverna maste utgd ifrin sina vardagserfarenheter kring hur
temperaturer fungerar. Som en elev uttryckte det muntligen: Det gdr ju snab-
bast i borjan. Samtliga elever pA NA/TE-programmen klarade uppgiften.
Betydligt simre gick det pd SA-programmet: Ingen aning, forstdr inte och
den mer kryptiska Svdrt att avgora med fd tal.
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Slutsats

Kommentaren Jag tittade pd enheten var genomgaende vanlig — och &nsk-
vird. Det ir sldende hur SA-programmets elever hade svarare med att 16sa
de uppgifter som forutsitter enhetshantering. Det dr rimligt att SA-elever
under kursen Matematik 3b dr mindre fortrogna med enhetshantering in
NA/TE-elever som méter enheter i imnena kemi och fysik. Detta blev
uppenbart i uppgift 3 som involverade acceleration, som SA-eleverna inte
arbetat med pi samma sitt.

Vir slutsats blev att eleverna pd NA/TE-programmen tog stdd i enhets-
analys for att 16sa uppgifterna, och det rickte ofta en bra bit. Det forefaller
som att det ir moijligt att styra elevernas arbetssitt till ett vil fungerande
sddant genom dvningar av ovanstiende slag. Savitt vi kan bedéma togs upp-
gifterna emot med intresse och eleverna tog sig an dem relativt lustfyllt!

Nagot som verkligen vore intressant att se dr vad som hade hint om vi i
nigon av uppgifterna hade lagt in ytterligare svarigheter. Det skulle kunna
rora sigom nigot alternativ extra, antingen i blatt eller gront, for att ge elev-
erna en extra distraktor, som exempelvis det absurda alternativet 50°C/h i
gront till uppgift 5.

En upptickt vi gjorde var att eleverna 6verlag hade adekvata firdigheter
med sig vad giiller enhetshantering, men det kan inte uteslutas att en storre
studie hade avsl6jat sidana brister pé sina hill. Naturligtvis vore det intressant
att se en studie i storre skala pi omradet tolkning av derivator. Validiteten
ir lag eftersom studien endast omfattar en gymnasieskola. Det vore ocksd
intressantatt gdra en uppfoljande studie for integralkalkyl: Hur kan enheten
till sokt svar ge upplysning om niir man ska integrera en funktion?
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