Calle Rosell & Kristin Strand

Hur kan man inte se det?

Utifran sin 25-driga erfarenhet undrar tvd matematikldrare vad det &r som gor
att elever pd hogstadiet inte kan se logiken bakom enheter for att enklare
|6sa proportionalitetsproblem. Genom en undersdkning i sina klasser ser de
mojligheter i undervisningen for att dka elevernas forstdelse av enheter.

under vira 25 &r som matematiklirare. P tavlan star det skrivet att

en bil kori hastigheten 67 km/h. Som matematiklirare ser man det
sjilvklara: Enheten km/h talar tydligt om att en division ligger bakom sva-
ret. Inte ens en soluppgang ir lika uppenbar. Vi slinger ut fragan i klassen:

l l ur kan maninte se det? Den frigan har vi stillt oss sjilva otaliga ginger

— Hur riknar man ut hastighet? (fart)

Det dr nistan helt tyst i klassrummet, ytterst f hinder i luften. Hur kan man
inte se det? Virldens bista ledtrad stér ju skriven pa tavlan. Enheten talar
sitt tydliga sprik: stricka dividerat med tid. Nigonting gor att eleverna inte
ser det. Jag ger ledtraden att i matematiken betyder ordet per division. Det
hjilper inte. Efter lite lirkande och stéd lyckas vi tillsammans komma fram
till att man utfor en division. Stricka dividerat med tid. Men innerst inne vet
vi tyvirr, attfa eller ingen egentligen riktigt har forstatt det som vivill att de
ska forstd. Namligen att bara genom att titta pa denna enhet, sd kan man se
vilken utrikning som ligger bakom. Eleverna har under sin tid i skolan fatt
metoder att anviinda for att rikna ut hastighet, men de har fortfarande inte
forstitt enhetens betydelse. Varfor? Hur kan det komma sig?

Ett ULF-projekt om att tanka pa enheten

Justenheter har vi bida tva tinkt ganska mycket pa under vira r som mate-
matiklirare. Vi har angripit problemet pé lite olika sitt, men aldrig lyckats nd
négon speciell framging. Det dr dock nigot som skavt i oss under alla dessa
ar. Tink vad mycket eleverna hade kunnat férstd och vilka fantastiska sam-
band de skulle kunna se om de forstod enhetsanalysen. Vi har dirfor aldrig
riktigt velat slippa det, iven om vi under senare ar forlikat oss med tanken
pé att det ir ndgot som kommer av sig sjilvt nir eleverna blir dldre.

Mot denna bakgrund tyckte viatt det var intressant att fi deltaiett ULF-
projekt vid Malmé universitet om proportionalitet inriktat p4 dimensions-
analys, som vi for elevernas skull kallar enhetsanalys. Det gav oss chansen att
verkligen jobba med den friga som giickat oss i s& manga r: Hur kan man
inte se det?

Alla elever har nigon gang varit i en affir och antagligen sett etiketten
jamforelsepris. Utan att forstd att etiketten visar en proportionalitet, s har
eleverna kunnat forstd vilken vara som ir billigast. Ur detta tinker vi att
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begreppet proportionalitet skulle vara timligen enkelt att introducera, men
sd ir inte fallet. Proportionalitet ir bevisligen vildigt svirt att forstd och var
egen enkla forklaring till att elever pa hogstadiet inte klarar detta har varit
attdet handlar om for lite kunskaper i matematik, kombinerat med en mate-
matisk omognad. Att skriva ut enheter i svar pi matematikuppgifter ir, for
manga elever, mest ndgot man gor for att liraren ska bli ndjd. Att enheten
skulle ha ndgon djupare mening verkar inte finnas hos majoriteten av elever
pi hogstadiet.

Vi har ocksd, sedan ménga dr, noterat att i den ena delen av de nationella
proven i matematik i drskurs 9 stir alla enheter redan utskrivnaisvarshiftet.
Eleverna behdver bara skriva tal, inte tinka pi enheterna. Det gir naturligtvis
att spekulera i varfor provkonstruktorerna gor pa detta sitt, men i ljuset av
detta ULF-projekt tror vi inte att det gynnar elevernas forstaelse for enhe-
ternas betydelse. En indring ser dock ut att vara pa ging da den nya liropla-
nen Lgr22 har med dessa tvd punkter i det centrala innehéllet:

4 Proportionalitet och hur det anviinds for att uttrycka skala,
likformighet och forindring.

+ Hirledda enheter, till exempel km/h och kr/kg.

Enligt var projektledare Joran Petersson har det inte forskats speciellt mycket
pi enhetsanalys i svensk grundskola. Utifrin detta bestimde vi oss for att
gora en mycket enkel provning pi Genarpsskolan. Provningen skulle foku-
sera pd att understka enheters betydelse for elevers forstielse. Hur samver-
kar praxis, elevernas metoder, och logos, elevernas resonemang, niir de ska
l6sa uppgifter med proportionalitet? Var i processen anvinder eleverna sig
av olika losningsmetoder? Vari ligger skillnaden nir elever forstar eller nir
de bara gor? Ar det spriket, metoder/strategier eller modeller?

Genomfdrande

Prévningen genomfordes pa Genarpskolan varterminen 2022. Tva klasser
i arskurs 9 utgjorde underlaget. For att ha mojlighet att dra ndgra slutsatser
bestimde vi oss for att gora fortest och eftertest. Vi ville kunna se nigon
form av utveckling och férhoppningsvis férsta vad den berodde pa. Mellan
de bada testerna skulle vi genomfora olika lirmoment, sdsom traditionell
undervisning, grupparbete, observationer och intervjuer med elevgrupper.
Totalt deltog 65 elever, men pa grund av sjukdom si kom inte alla att riknas
in i underlaget. Endast de som genomforde alla moment kom att tas med i
resultatet, totalt 39 elever.

Eleverna fick reda pa att de skulle ha ett oférberett test. De fick inte veta
nagonting om innehillet. De har under sina &r i grundskolan stétt pa pro-
blem av sidan karaktir som vi hade pa testen, men for tillfillet 1ig det nigra
manader bak i tiden. De kom alltsa till fortestet utan alltfor aktuella kun-
skaper om just detta. Testfragorna handlade uteslutande om olika hastig-
hetsproblem. Uppgifterna var blandade och framtagna for att variationen
skulle var s stor som méjlig, av olika svarighetsgrad och olika typer. Inte bara
division. I de flesta av uppgifterna var en storhet okind, medan ett par upp-
gifter saknade tvé storheter. Eleverna genomforde testet enskilt och det var
tillitet att anviinda miniriknare.
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Efter fortestet genomfordes nigra veckors undervisning dir vi fokuserade
undervisningen pa olika enheter. Lektionerna genomférdes bide som kate-
dergenomgangar och grupparbete. Vi blandade enheter som eleverna sett
tidigare, exempelvis m/s, men vi tog iven upp for eleverna okiinda enheter,
till exempel mol/dm’. Tanken var att eleverna skulle viinja sig vid att titta pa
enheten och forsta utrikningen bakom.

Vi forsokte hilla problemstillningarna sé lika som moijligt, forutom att
enheten indrades. De flesta lektioner avslutades med att elever skulle ta
fram en triangel som kunde beskriva det de gjort, likt hastighetstriangeln
som iir ganska vil anviind i svensk matematikundervisning. Vir tanke var att
elevernas arbete med att ta fram en triangel pa ett visst samband skulle ge
dem forstielse for att ur enheterna skapa samband. Med andra ord var sam-
bandstrianglarna inte maletisig. Det var istillet sjilva skapandet avdem som
var milet med elevernasarbete. Sa forutom m/s och kr/h, som ingick i testen,
fick de jobba med kr/kg och fotsteg/s (det vill siga 1opning uppfor trappor).

Lektionsobservationerna genomfordes utifran analysmetoden praxeo-
logi, diir praxis fokuserar pa hur elever gor, medan logos syftar pé elevernas
matematiska argument for att gora som de gor. Uppgifterna hade den karak-
tiren att vi ville kunna se praxis, vilka metoder som eleven anvinde sig av,
men ocksd utifran logos i form av elevers matematiska resonemang. Véra
fragor och uppgifter till eleverna under observationerna behivde saledes
stillas sd att vi fick svar i bdde teori och praktik. Vi ville helt enkelt komma
it hur eleverna hade tinkt. Enligt variationsteorin sker ett lirande nir man
urskiljer de delar av ett innehall som varierar mot en konstant. Genom detta
ville vi ge eleverna samma uppgifter fast med smé férindringar som mojligen
kunde generera nycklar till elevernas lirande. Exempel pd liknande uppgif-
ter, men med olika enheter:

Du kor 55 km pa 3 timmar. Vilken dr din medelfart?

Du handlar for 45 kr och far da 7 kg potatis. Vilket ar priset per
kilogram?

Du springer uppfor en trappa som har 454 steg, vilket tar dig 110
sekunder. Hur ménga trappsteg tar du varje sekund?

Du tjdnar 450 kr. Du har dd jobbat i 7 timmar. Hur mycket tjdnar du
varje timme?

Exempel pa uppgift dir tvé storheter saknas:

Du kor 70 km/h. Ge tva exempel pa hur langt du hinner och vilken
tid det tar.

Elevernas praxis

Resultaten frin de bada testerna visar, rent poingmissigt, pi en uppging.
De flesta elever skriver bittre pi sluttestet in vad de skrev pa fortestet. Vi
anser dock att det ir ett alldeles for litet material for att dra nigra slutsat-
ser. Vidare kan vi inte siiga vad forbittringen beror pa. Det kan ju vara det
nya arbetssittet, men det kunde lika géirna blivit ett liknande resultat om vi
undervisat mer traditionellt om detta. Uppgingen i resultat talar inte heller
om ifall det beror pa en 6kad forstaelse for enheterna, eller om eleverna bara
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blivit sikrare pé att anvinda trianglar och firdiga formler. Formeltrianglar
gir utmirkt att anvinda utan att man har ndgon som helst forstielse for vad
de innebir.

Vi tycker att vi kan dra fler slutsatser ur observationerna. Dir ser vi att
nir eleverna far uppgifter som har en tydlig problemstillning, s 1oser minga
det med svt-triangeln. Eleverna behover enbart anviinda praxis for att 1osa
uppgifterna. Exempel pa uppgift under observation:

Du korimedelhastigheten 60 km/h. Hur ldangt hinner du kéra pd 3 h?

Vi ser att eleverna inte funderar nimnvirt pa vad som verkligen star i upp-
giften utan de léser uppgiften nistan mekaniskt med hjilp av triangeln.
Atteleverna huvudsakligen loser uppgiften inriktad pa praxisdelen tror vi
handlar om att undervisningen sedan tidigare generellt har haft sin tyngd i
att anvinda olika [6sningstekniker.

Att undervisa aven for logos

I ett forsok att rikta eleverna mot ett mer logostink, det vill siga att 6ka
reflektionen kring vad uppgiften gir ut p3, si indrade vi spriket. Vi lyfte
alltsd bort de vanligt forekommande matematiska termerna och begreppen
kring hastighet och tid och presenterade uppgiften igen fast ddien enklare
spraklig kontext. Praxeologins bida delar behover finnas nirvarande i all
matematik, det ena ir inte bittre in det andra men f6r vir provning ville vi
se om iven logos kunde skdnjas hos eleverna. Observatoren liste upp fragan
en ging till fér eleverna, men denna ging med lydelsen ”... pi en timme ...".

Du kor i medelhastigheten 60 km pd en timme. Hur langt hinner
dukora pa 3h?

Nir eleverna fick hra uppgiften lisas upp i en annan spriklig utformning
upptickte vi att triangeln inte behovdes i samma utstrickning. Eleverna
resonerade snabbt utifrin ett forenklat sprak pa ett mer logiskt sitt, det vill
siga logos. Det forvanade oss vilken kraft som spriket hade for att indra
elevernas mojligheter att nirmassig en forstielse utifrdn samband i de mate-
matiska omradena.

En ny friga som vi stillde oss var om eleverna kunde lésa proportionalitets-
problem utan att det fanns fullstindiga enheter. Kunde det varasi att enhe-
ten km/h gjorde att eleverna riknade mer mekaniskt och tappade logos? Vi
bestimde oss for att ge eleverna samma uppgiftigen, dir enheten var delvis
bortplockad. Vi gjorde detta for att vi ville se om eleverna férstod samban-
det i triangeln eller om de enbart anvinde sig av en strategi och att férstiel-
sen var sekundir. Vi uppfattade att ju osikrare eleverna var i sitt riknande
desto mer ville de stédja sigi sin triangel, som de visste fungerade i alla ligen.

Vid néigra uppgifter tidigare hade vi litit eleverna sjilva skapa egna tri-
anglar utifrin andra matematiska samband, exempelvis pris per kilogram
och kronor per timme. Vi sigatt eleverna skapade fungerande trianglar, men
kunde vi verkligen veta om de kunde motivera varfor [6sningstekniken var
anvindbar och férklara och bevisa varfor tekniken fungerade, det vill siga hur
sambandet sig ut? Exempel pa uppgiften som eleverna fick nista ging 16d:

Du kor i hastigheten 60, hur 1angt hinner du kéra pa 3 h?
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Eleverna liste fragan flera gdnger. De tvekade. Det syntes tydligt att det var
nagot som skavde hos dem, men de hade svart att hitta vad som inte stimde.
De liste om och om igen. De f6rsokte tolka det de liste och de forsokte sor-
tera in uppgiften i ett, for dem, kiint monster och en rutin for hur de bru-
kade 16sa uppgifterna. De ville ha ndgot att halla sig i.

Efter en stund, utan nigot svar, lade observatoren till enheten i uppgiften.
Eleverna kunde da rikna ut hur laingt man kort. Ur detta trillar ett intres-
sant tankeexperiment ner hos oss. Hur manga elever skulle reagera pd om
man skrivit ut helt fel enheter i det nationella provhiftet i matematik. Det
skulle kanske kunna vara en markor pd hogre betyg?

Saker vi upptackt

Sammanfattningsvis tycker vi att vi ser en méjlighet att 6ka elevers forstaelse
for hur proportionalitet fungerar genom dkad forstaelse for enheter. Fortsatt
arbete med enheter kan ske enligt de lirdomar vi har dragit:

+ Variera sprikdrikten for enheter. Prata alltid om enheter och i alla
situationer dir sdidana forekommer. Det gor att eleverna upprepade
ginger hor enheten och forknippar den som en hjilp for att skapa
samband. Det iir dven viktigt att uttrycka enheter pa olika sitt.
Storheten 3 m/s, kan uttryckas "tre meter per sekund”, "tre meter pi en
sekund”, ”tre meter pé varje sekund” men dven "for varje sekund som
gir sa hinner du ta dig tre meter”.

+ Anwvdind reciproka (inverterade) enheter. Elever kan {4 svara pa
hastighetsproblem dir man i deluppgifter fragar bade efter a) m/s och
b) s/m. Det gir forstis bra att friga efter reciproka enheter for vilken
storhet som helst, exempelvis reciproka jimforelsepriser i kg/kr och
liter/kr och dven det reciproka paret frekvens — svingningar per tid och
tid per svingning.

+ Var noga med att alltid skriva ut enheter, inte bara i svaret, utan dven
i utrikningarna. 30 km/2 h = 15 km/h. Forfarandet kan kiinnas
dverdrivet och klumpigt i borjan. Faktum dr dock att om enheterna
belyses hela tiden, gynnar det elevernas forstielse for enheter och
vad de stdr for. I var undersokning har vi inte tittat pa brakstreckets
orientering och vad det skulle kunna betyda for logos hos eleverna.

4+ Ettundervisningssitt valde vi att kalla omvind introduktion. Om
man ska undervisa om exempelvis tryck, sd kan ett traditionellt
tillvigagingssitt vara att beskriva tryck med olika experiment
eller exempel frdn elevernas virld. Genomgingen kanske foljs av
rikneexempel och slutligen dyker enheten N/m” upp pa tavlan. I
omvind introduktion borjar man med att skriva enheten N/m” pa
tavlan. Sedan stiller man sig en rad olika fragor utifran aktuell enhet.
Vad betyder enheten? Vilket riknesitt ligger bakom enheten? Vilka
fler inbordes enheter finns? Vad maste vi veta for att kunna rikna ut
tryck? Hur far vi reda pa detta? Och sa vidare.

+ En mycket intressant sak som vi upptickte, men som vi inte riktigt
hann folja upp var att skriva ut en etta i ndmnaren pa till exempel
en hastighetsenhet. Som vi tidigare belyst, sd upptickte vi hur stor
roll spraket spelade for forstaelsen. Aven till synes sma férindringar
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i spraket kunde stotta elevernas forstielse. Det visade sig vara stor
skillnad p4 att skriva x m/s och att skriva x m/1s. En ettainimnaren
lyfter fram enhetens betydelse, alltsa sekundens betydelse pa ett
mycket tydligare sitt in det traditionella skrivsiittet.

+ Vi har dven sett ett rent matematiskt problem som vi tror dr betydligt
storre och viktigare iin man kan ana, men som ingen av oss tidigare
dgnat en tanke at. Nimligen vad som hinder nir man riknar ut foljande
uppgift: 3m/0,8 s = 3,75 m/s. Den stora frigan ir di: Vad hinder med
0,8? Elever har vildigt svart att forstd hur 0,8 i nimnaren plotsligt
forsvinner eller forvandlas till en etta. Det ir mycket spinnande att
fraga eleverna i klassen om ovanstiende tvé hastigheter ir lika snabba?
Kanske ir detta en av nycklarna till att forstd enhetsanalysen? Eller ir
enhetsanalys med nimnaren 3,75 m/1s en nyckel till att forstd division
med decimaltal?
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