KANGURU
S SIDAN

Infor Kdngurutavlingen sker ett samarbete mellan det norska matematikcentrat
i Trondheim och NCM. Samsynen pa matematikundervisning i allmanhet och
problemldsning i synnerhet ar stor. Sa dven om termer och begrepp uttrycks
lite olika i de norska och svenska ldroplanerna ar tankegangar och idéer
samstammiga. Foljande text finns publicerad i Tangenten 2022:3 och presenteras
har dversatt och bearbetad till svenska forhdllanden av Nédmnarens redaktion.

Varfor ar detta ratt och varfor ar detta fel?

Resonemang och argumentation ir formégor (kjerneelement i norska
liroplanen) som elever kan utveckla genom arbete med problem fran
Kingurutivlingen. Resonemang och argumentation kan ses som ett for-
hallningssitt for att utveckla matematiska bevis med en progression fran
informella bevis i grundskolan till en 6kande grad av formell matematisk
bevisforing i gymnasieskolan. Att argumentera kan fungera som ett bro-
bygge mellan informell och formell bevisforing.

I artikeln beskrivs nigra strategier for att arbeta med resonemang och
argumentation redan pa lag- och mellanstadiet.

De viktiga frigorna

Det ir litt att friga eleverna hur de har tinkt, men hur kan vi hjilpa elev-
erna att utvecklas fran att "bara” forklara till att resonera och argumentera
for sina matematiska losningar? Det ir ndgot eleverna maste lira sig, det
kommer inte avsig sjilvt. Barbara Jaworski hivdar att undervisning i utfors-
kande matematik inte dr en metod utan en grundliggande instillning till
imnet matematik. Detsamma giller resonemang och argumentation nir
dessa formagor ska finna sin naturliga plats i matematikundervisningen. Ett
enkelt sitt att borja utveckla elevers formaga att resonera och argumentera
ir att anpassa hur du stiller fragor. Istillet for att be eleverna att rikna ut
11-4 kan du utmana eleverna att visa varfor 11— 4 =7. Nir elever utmanas i
storre utstrickning med frigor som ”Visa att ...” eller "Argumentera for att
.. kommer de att resonera mer, anviinda och bevisa hur matematiska idéer
fungerar, menar Susan Jo Russell. Eleverna miste lira sig att fraga sig sjilva
"Kan detta vara sant?” och ”Varfor stimmer det hir?”.
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Skapa majligheter med kinguruproblem

Kingurutivlingen bestir av problem med fem svarsalternativ, varav de flesta
limpar sig for fortsatt arbete med resonemang och argumentation. Nir elev-
erna arbetar med problemldsning stéter de pa problem som de inte kiinner
igen sedan tidigare. De ska lésa problemen och samtidigt bedéma om 15s-
ningarna ir korrekta. Nir de bedomer giltigheten i sina 1dsningar kan de
utmanas att argumentera och motivera varfir de anser att svaret ir korrekt.

Manga kinguruproblem bygger pa matematiska idéer som sittsin i sam-
manhang for att vicka nyfikenhet och engagemang hos eleverna. Det ir
inte sikert att eleverna uppticker dessa idéer om de arbetar ensamma med
problemen. Dubor dirfor ta vara pi de méjligheter som ligger i bra problem
och utnyttja tillfillen som 6ppnar sig direkt efter att eleverna har arbetat
med ett problem. Om du tar upp problemet pi ett nytt sitt i ett matema-
tiskt samtal ger det eleverna fler méjligheter att uppticka den matematiska
idén. Samtidigt skapar det ett tillfille att studera idén mer ingdende fran olika
hall. Vad hinder om vi siitter in andra tal i problemet? Blir l6sningen den-
samma? Kan vilosa problemet med samma strategier? Uppstar nya monster?
Resonemang och argumentation ir nyckeln i detta arbete.

Att motbevisa

Kinguruproblemen éppnar fér matematiska samtal dir eleverna kan utforska
och utveckla sin matematiska argumentation. De fem svarsalternativen med
ettritt och fyrafelaktiga svar kan dudranyttaaviundervisningen. Det mest
nirliggande dr att hitta och argumentera for ritt [6sning pa ett givet problem.
Dettaiir naturligtvis den starkaste triggern fér eleverna niir de loser problem,
men jag skulle rekommendera att du tar vara pi de mojligheter som svars-
alternativen ger. En viktig aspekt inom arbetet med matematiska bevis ir att
motbevisa. Denna aspekt méste ocksd uppmirksammas i undervisningen,
pd samma sitt som att bevisa.

Flera av problemen i Kingurutivlingen inbjuder till olika sitt att resonera
sig fram till ritt svarsalternativ. Att eliminera svarsalternativ som inte kan
vara korrekta ir en effektiv strategi. En sidan elimineringsstrategi handlar

Fem stora och fyra sma elefanter promenerar pa en vég.

Nar vdagen delar sig gar varje elefant antingen till hoger eller till
vanster.

Vilken av foljande bilder visar en situation som inte kan uppsta nar
alla har passerat vagskalet?
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Problem 9, Benjamin 2022
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om att motbevisa. Att undersoka varfir ett svarsalternativ kanske inte 4r kor-
rekt ger eleverna mojligheter att studera den matematiska idén ur ett nytt
perspektiv. Dirfér kommer elimineringsmetoden i limpliga uppgifter att ge
eleverna goda méjligheter att ocksd argumentera for ett korrekt svarsalter-
nativ. Genom att uppmuntra eleverna att hitta ett svarsalternativ som inte
kan vara det riitta, kommer de samtidigt att utmanas att sitta ord pa varfor.
Det kan stédja dem nir de senare utvecklar matematiska argument for eller
emot matematiska pistienden.

I problemet med de nio elefanterna ska eleverna utifrin huvudbilden hitta
ettalternativ som inte kan uppstd efter ett viigskil. Att eliminera svarsalter-
nativ kan vara en limplig strategi, dir resonemanget bakom elimineringarna
kan hjilpa eleverna att forsta varfor C ir det riitta svarsalternativet. Eleverna
kan anvinda konkret material for att modellera handlingen i uppgiften eller
utforaden fysiskt. Eleverna kan komma fram till riitt svarsalternativ, till exem-
pel genom forsok och misstag, utan att nddvindigtvis behdva forstd varfor det
maste vara sd hir. Om man f6ljer upp med fragan: "Argumentera for varfor
svarsalternativ A inte kan stimma” kommer eleverna att i storre utstrick-
ning utmanas att motivera och visa forstielse fér varfor C maste vara korrekt.
De maste sitta ord pd vad de har fatt reda pa och varfor det dr matematiskt
korrekt. I problemet med elefanterna kommer det att vara viktigt att bygga
upp ett argument kring den lilla elefantens position lingst bak i ledet. Att
visa att positionen maste innebira att samma elefant ocksi miste st lingst
bak pd en av de nya viigarna efter viigskilet blir ett viktigt argument.

Owertyga en vin

Det finns olika pedagogiska grepp for att resonemang och argumentation
ska bli en naturlig del i matematikundervisningen. Baserat pa tidigare forsk-
ning har Jo Boaler och Cathy Humpfreys beskrivit olika faser i utvecklingen
av bevisforing. P4 alla stadier kan det vara ett fornuftigt drag att vertyga en
vén. Ettargument som en elev ger en klasskompis iir of ta av sidan karaktiratt
kompisen blir 6vertygad och forstar varfor svarsalternativet ir det ritta dven
omdet inte dr ett matematiskt stringent argument. For att kunna gora detta
behover eleven forst ha dvertygat sigsjilv om varfor det valda svarsalternativet

En laserstrale reflekteras i en spegel sa som bilden till hdger visar.

Vilken bokstav kommer den har laserstralen att na fram till?
A B C D E

Problem 3, Benjamin 2022
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maste vara det korrekta. Att dvertyga en kompis ir ett relativt enkelt drag,
dir klasskompisarna kan stilla foljdfrigor lings viigen sd att eleven kan omfor-
mulera eller finjustera sin matematiska argumentation. Att dvertyga en vin
kommer med tiden att hjilpa eleverna att i storre utstrickning dra nytta av
argumentationen i arbetet som leder till mer formell bevisforing.

Problemet med laserstralen som reflekterasien spegel har en lag ingings-
troskel for att arbeta med strategin att dvertyga en vin. Eleverna maste argu-
mentera for hur laserstrilens riktning kommer att réra sig genom samman-
sittningen av speglar. Attrita forindringarnailaserstralen kan stodja elevers
argument och deras motiv for att vilja ett visst svarsalternativ.

Ritandet kan ocksa stodja kompisarna att utmana argument som inte ir
tillrickligt vertygande eller att bilda motargument om de inte hiller med
om resonemanget och 16sningen. Nir eleverna borjar bemistra att dver-
tyga en viin kan vinnen 6ka motstindet mot att bli dvertalad. Ett okande
motstind kommer att kriva mer grundliga resonemang for att kunna forma
mer precisa argument. P4 s sitt maste eleverna hela tiden finjustera sina
argument. I laserstraleproblemet kan finjusteringen vara att de anviinder
matematiska termer i argumentationen. Det kan finnas en éverging fran att
anvinda fingerpekning och enkel kommunikation, till att endast anvinda
verbal forklaring med matematiska begrepp. Ett exempel pa formulering
kan vara: "Laserstrilen kommer in frin vinster. I den forsta spegeln speglas
laserstralen i 90° och skickas uppét. Nir den méter niista spegel bryts stra-
len 90° och skickas till hoger ...".

Allteftersom eleverna skaffar sig rika erfarenheter av att argumentera for
och emot matematiska pastienden, kan de behdva mota ett storre motstand
fran kamraterna. Istillet for att Gvertyga en vin kan eleverna utmanas att
dvertyga en skeptiker. Denne skeptiker kan fortfarande vara en klasskompis
som ir mer trinad i matematiska resonemang. Det kan ocksa vara en lirare
som ir skeptikern. Att dvertyga en skeptiker hdjer nivin pa matematisk
argumentation, bide fér den som argumenterar och for skeptikern. Det ger
en naturlig progression i arbetet med resonemang och argumentation, dir
elevernaiallt hogre grad far finslipa sina matematiska argument. I ett lingre
perspektiv, med allt starkare krav pd matematisk stringens i argumenten, kan
niista steg vara att dvertyga en akademiskt stark person. Hir kan matematik-
liraren, eller eventuellt en elev fran en hogre drskurs, ta denna roll.

Andra premisser i problemen

Ett annat pedagogiskt drag ir att lita eleverna arbeta i par eller grupper
om tre, dir de tilldelas var sitt svarsalternativ. Paren eller grupperna maste
komma &verens om argument for varfor svarsalternativet de tilldelats dr det
korrekta eller inte. Du kan utmana eleverna som har felaktiga svarsalternativ
attargumentera for vilka premisser i uppgiften som maste indras si att deras
svarsalternativ blir det ritta. [ det foregiende exemplet med laserstrilen kan
premissforindringarna vara att indra vinkeln pa spegelytorna si att laser-
strilen triffar deras svarsalternativ. Eleverna kan vidare utmanas att gra s
fa foraindringar som majligt och att argumentera for att firre forindringar
inte kan goras in vad de har kommit fram till.
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Alma ska ldgga en biti mitten sa att det gar att resa fran A till B och till
E.Men det ska inte gar att resa fran A till D. Hon kan vrida pa bitarna.

1 2 3

Vilka tva bitar kan hon anvanda?
A:1och?2 B:2och3 Cloch4 D:4o0ch5 E:Toch5

Problem 21, Ecolier 2022

I problemet ovan ska eleverna hitta de tva bitar som Alma kan placera si att
premisserna uppfylls. I likhet med laserstrileproblemet kan eleverna dven
hiir fa ett eget svarsalternativ och sedan utmanas att argumentera for vilka
premisser i problemtexten de miste indra s att deras bitar ger riitt svar.

Att be eleverna formulera de nya premisserna kan frimja ett behov av
att finjustera argumenten si att premisserna blir precisa. En annan mojlig-
het ir att gora indringar i bitarna. Eleverna kan antingen undersoka vilken
bit som behdver minst férindringar for att deras svarsalternativ ska bli riitt
eller ta utgdngspunkt i den bit de har fitt och argumentera for vilka forind-
ringar som behovs. Kommer det att ricka med att flytta en del av vigen pa
biten eller kommer det att kriivas stora férindringar?

De exempel jag har anviint visar hur kinguruproblem kan anvindas pa
olikasittiarbetet med resonemang och argumentation. Genom att utnyttja
den potential som ligger i manga av problemen kommer eleverna att kunna
uppticka och utforska den matematiska idén ur flera olika perspektiv pd ett
grundligt sitt med enkla steg.

Stian Tommerdal
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