Christoph Kirfel

Eulertalet och Eulerfunktionen

Talet e kan elever mota i slutet av sin gymnasietid. Det finns traditionellt tva olika
forklaringar och héar ger forfattaren en koppling mellan de bada.

raditionellt moter man tvé olika ansatser till Eulers tal e. Den ena pre-
senterar e som ett grinsvirde for en foljd

e=lim(1+1)

n-00

medan den andra presenterar e som en oindlig summa
o ]
€= Zk:o -

I norska lirobdcker har bara grinsvirdesansatsen dverlevt, men serieansat-
sen till Eulertalet e ligger ocksa inom rickhall for elever i slutet av gymmnasiet
eftersom den bara bygger pa partiell integration.

I den hir artikeln vill jag skapa en koppling mellan dessa ansatser. Det
visar sig att man i bida fallen maste gd viigen via Eulerfunktionen y =¢* for
att komma till Eulertalet e.

Inledande undran
Om vi utgir fran grinsvirdesdefinitionen

e=lim(1+1)

och betraktar de "tva grinsprocesserna” separat, skulle man kunna ledas till
att forst berikna

lim (1+1)=1och sedan beriknalim1"=1.

n-0oo

Daé skulle man fa 1som svar pa grinsprocessen. P4 den andra sidan skulle man
kunna tinkasd hir: 1+ 1 drett tal som dr storre éin 1 och hdjer man ett sddant
tal till allt hogre potenser fir man oindlighet, exempelvis

lim (1+15)"=lim (1,1)" = co.

Viser att definitionen av Eulertalet innebir vissa fallgropar och att vi dverhu-
vudtaget kan uttala oss om detta grinsvirde iiri grunden uppseendeviickande.
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Integralen och derivatan av exponentialfunktioner

I nista del vill jag ga fran Eulertalet till exponentialfunktioner och senare
aterg till sjdlva Eulertalet som ett grundliggande tal f6r en exponential-
funktion med mycket speciella egenskaper. Jag vill visa sambandet mel-
lan derivatan och integralen av exponentialfunktioner och jag ska visa att
derivatan av exponentialfunktionen ir baserad pa ett specifikt grinsvirde
som dven dyker upp nir vi integrerar exponentialfunktionen. Kunskapen
om detta grinsvirde kommer att ge oss bide derivatan och integralen. Det
gor det extra intressant att studera detta grinsvirde, vilket leder oss till den
forsta definitionen av Eulertalet e.

Vi betraktar en exponentialfunktion f(x) =g¢". En sidan funktion kan
beskrivas med hjilp av tva egenskaper

fla+b)=f@f(b) ~ och  f()=¢

[ detfoljande kommer vi endast att anviinda dessa tva egenskaper hos funk-
tionen. I férsta hand handlar det om att hitta derivatan. Med hjilp av defi-
nitionen av derivatan ser vi att

fI(X):hmf(XL})L_f(X):hm b g m

h-0

=g*lim

h-0 h =0 h

Genom att endast anvinda mul-
tiplikationsegenskapen g***=g“g"
ser vi att derivatan av exponenti-
alfunktionen aterigen ir en expo-
nentialfunktion med samma bas
multiplicerat med en faktor,
nimligen
h
G=lim g-1 )
=0

Denna faktor kiinns igen som deri-

vatan av exponentialfunktionen
0 vid origo, G=/(0).

Figur I Derivatan av en exponentialfunktion

Det éverraskande ir att exakt samma faktor, det vill siga G, dyker upp nir vi
integrerar exponentialfunktionen. Hir utgar vi frin Riemann-integralen for
exponentialfunktionen. Viforestiller oss intervallet [0, a] uppdelat i n mindre
intervallmed lingden h, s att h-n=a. D kan vi stilla upp Riemann-integralen
som summan av rektangelareor under exponentialfunktionen, det vill siga
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I=lim 03 h-f(ih)

i
f (LIJ) =9 Hir anvinde vi formeln for
en geometrisk serie. Vi ser

Z att samma grinsvirde, G,

kommer iniformeln, denna

ging visserligen i nimnaren.

Denna dubbla funktion av

grinsvirdet, G, bade for

Z derivatan och forintegralen

gor det extraspinnande och

Z dirfor fortsitter vimed det.

Situationen dir G=1

1 ar sirskilt "cool”, eftersom

vi har att f (x) =f(x). Vi dr

dirfor sirskilt angeligna

om grundtalet ¢ som gor

att grinsvirdet G blir lika
med 1.

Figur 2. Riemann-integralen av en exponentialfunktion
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Fulertalet som gransvarde
Vi tittar nu pa uttrycket

h
T(h) =% =l

som en funktion av ki, studerar denna funktion och antar vidare att G=1.
D4 blir funktionen T kontinuerlig for h=0. Vi vill nu ta reda pa om grafen
for funktionen okar. For detta beriknar vi derivatan av funktionen genom
attanvinda kvotregeln for derivata. Da far vi

vy heg"—(g"-1
T()=""4 h(zg )
for derivatan av T(h). Om vi siitter in h =0, blir bade tiljare och nimnaren

lika med noll. Vi maste dirfor anvinda LHospitals regel for att hitta viirdet
pa funktionen T'(h) for h=0. Vi har

(O)=lim ("= + 1)y he'vg"—g" g 1
TO=m EGED i i S
Dirmed vet vinuatt funktionen T(h) 6kar
ih=0ochdetfinnsettintervall[-c,c] runt
origo dir funktionen okar. Om vi tinker

T(h) = oss ett litet tal exempelwsf idettainter-
(h) i
vall, d har vi

/ TC1)<10)=G=1=70),

Detta hjilper oss att hitta det sokta bas-

taletg. Vifinner att
l

1 B Th)=2

> T(0)=G=1,det vill siiga

Figur 3. Funktionen T(h) g%—l 1 eHer gg >141
n n

P4 den andra sidan (for negativa virden ( % ) sker liknande ting:

1
T(-, 1y M <T(0)=G=1,igen eftersom T (h) vixer. Dirmed ir

1’1

gu—1=-1 (multlphka'aon med negativt tal vinder olikhetstecknet), alltsa

__n _ 1
gw=1- ochdarmedgn_ = _n—1_1+n—1'
1
Sitter visamman olikheterna farvil+1 <g"<1+ n%l

Omyvi upphéjer bida olikheterna till n:te potensen blir det

(1+1) <g<(l+ 11)n (1+11)n (1+nil)
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I grinsvirdesfallet gir den sista faktorn mot 1 och den évre och nedre grin-
sen blir lika. Vi har allts3 hittat grundtalet g f6r exponentialfunktionen dir
funktionen och derivatan ir lika. Vi kallar detta grundtal for Eulertalet, e.
Hir giller

e= hm(l+1)

n—090

n

Vi ser att Eulertalet nds via exponentialfunktionen, en nigot”bakvind”
observation. Man skulle kunna tro att exponentialfunktionen ir ett mer
komplext och svirare fenomen in ett enda tal, Eulertalet.

Fulertalet som en oandlig summa

Viforsoker nu visa den andra kiinda formeln for Eulertalet. Aven i detta
fall behover vi villja ett tillvigagdngssitt som anviinder sig av exponenti-
alfunktionen f(x) = e*, och vi viiljer nu e som bastal for exponentialfunk-
tionen, eller med andra ord sitter vi G=1. Genom att anvinda grund-
satsen for differential- och integralkalkyl (vilket betyder att derivata och
integration dr “motsatta” operationer) kan vi skriva

fO-fO)=[ fOdt=] f©)-1-d.

Hir kommer vi att anvinda partiell integration. Vi viljer u(f)=f () och
V') =1. Ett klokt val av v (f) = —(1—1) hjélper oss nu vidare. Vi kan skriva

fO-f0) =L f©)-1-dt= OO+ [ f OQ-Ddt=
=—f(A-D+f(O)1-0)+ [ f O(Q-1de=
=f )+ f'®A-0adr.

Hir tar vi en liten paus innan vi anvinder samma regel (partlell integra-
tion) en gang till, denna ging med u (f) =f (f) och v'(t) =1

Nuiir det klokt att vilja v () =~ 152 Da fir vi
FO-10)=f O -F OS]+ [ 005 de.
Detta blir i nista omging
F+ L0l S ar

Sa kan vi fortsitta och uppnar till slut

"

f@ f(0)+f(o)+f(0) f (0) 0,

n!

Nu ir f(1)=e och f™(0)=e’=1for alla n och dirmed har vi hittat det

andra viktiga sambandet for Eulertalet:

1 1 1 1
el+++31+++
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Avslutningsvis

Viser attibadafallen handlar sittet att hitta en formel for Eulertalet om
exponentialfunktionen f(x) =e*. Vi miste dirfor gi till ett till synes mer
komplicerat begrepp (exponentialfunktionen) for att visa nigot om ett
till synes enklare begrepp (bastalet i sjilva exponentialfunktionen, det
vill siga sjilva Eulertalet). Denna observation, att den enklaste vigen till

Eulertalet dr via exponentialfunktionen, beskrivs ocksa i litteraturen
(Kneser, 2004).

Anmdrkning

For att inse att serierepresentationen av e verkligen konvergerar, maste
vistudera den sé kallade resttermen

R=[ foor

Det absoluta virdet for integralen dr mindre in eller lika med det maxi-
mala virdet for integrandfunktionen multiplicerat med bredden pa inte-
grationsintervallet som ir I:

[maxf" |0ty - |maxi(1-19)"|0<t<1y] ran
< 1<

n!

IRl

n!

Resten gir dirfor mot noll nir indexet n viixer mot oindligheten och
serien konvergerar.
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