Anders Johansson

Den bojda linjalens matematik

Problemet med att finna kurvformen for en bojd linjal ar ett exempel pa ett
fascinerande problem som verkar enkelt men som kraver ganska avancerade
metoder for att I6sas med god noggrannhet. A andra sidan kan ett enkelt uttryck
tas fram experimentellt genom matningar och kurvanpassning.

for ett rep eller en kedja som iir fastsatt i sina bida indar och hinger

fritt, endast paverkad av jordens dragningskraft pd grund av ked-
jans egen massa. Denna kurvform benimns "Katenaria” eller "Kedjelinjen”
och kan beskrivas av en cosinus hyperbolicus-funktion, se till exempel
Nimnarenartikeln Katenaria — Kedjelinjen.

En annan kurvform ir den som bildas d4 en linjal trycks ihop frdn indarna.
Om krafternasom trycker ihop linjalen ir tillrickligt sma hinder ingenting.
Om diremot kraften kar dver ett visst viirde (den si kallade kniicklasten),
sa kan linjalen plotsligt bojas. Direfter ger en liten 6kning av kraften en stor
okning av utbdjningen. Denna typ av stabilitetsproblem kallas knickning
inom hallfasthetsliran. Matematiken bakom fenomenet, som har studerats
genom att anvinda den exakta differentialekvationen och en approxima-
tiv metod, redovisas kortfattat i den hir artikeln. Ett par experimentella
undersokningar som visar hur detta stoff kan anvindas i undervisningen
pé grundskolan och i gymnasiet beskrivs mer detaljerat.

Elastica ir ett latinskt uttryck som kan 6versittas med “tunn strimma av
elastiskt material”. Det matematiska problemet att beskriva kurvformen for
en bojd elastica (till exempel en linjal eller tumstock) 16stes av Euler 1744. Ar
1859 upptickte Kirchoff att samma differentialekvation kan anvindas for
att beskriva rorelsen for en matematisk pendel.

Ett problem som ibland uppstar for snickare ir att tumstocken béjer sig.
Ettresultat av undersdkningen beskrivenidenna artikel dr att tumstockens
mittpunktsutbdjning kan beriknas med ett enkelt analytiskt uttryck, om
det ir kiint hur mycket den trycks ihop (den axiella férskjutningen).

For att visualisera bojda linjalers kurvformer, har en enkel programvara
utvecklats, vilken bland annat kan anviindasiundervisning, Den numeriska
implementeringen har gjorts i programvaran VPython som kors direktien
webblisare och nas pa linken: www.glowscript.org.

D et finns manga olika kurvformerinaturen. En av dessa iir kurvformen
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Analytiska och numeriska resultat

Analytiska och numeriska studier av fenomenet ir troligen lite for avance-
rade for gymnasieelever. Hir presenteras dirfor bara kortfattat resultaten av
en sidan studie av den exakta differentialekvationen. Fér en mer detaljerad
hirledning, se artikeln The curve shape of a bent ruler — analytical, numeri-
cal and experimental studies, eller den ndgot omarbetade svenska versionen
av artikeln: Kurvformen for en bijd linjal, som finns pA Nimnaren pa nitet.

Figur I: Figur som visar en béjd linjal.

Figur 1 visar en linjal som bojs pa grund av de axiella krafterna Pi varje inde.
Avstandskoordinaten lings linjalen betecknas s, laterala forskjutningen
(utbdjningen) betecknas w(s), det horisontella avstindet x(s), vinkeln a(s),
den axiella forskjutningen a, mittpunktens utbdjning A och lingden L.
Sammanfattningsvis kan kurvformen fér en bjd linjal utsatt for axiell belast-
ning erhallas pa ett par olika sitt:

4+ Funktionen a(s) erhills genom en numerisk losning av den exakta

differentialekvationen %Ta + %sin (@) =0, dir EI ir linjalens bojstyvhet.
Kurvformen 10y () bestims sedan genom numerisk berikning av

integralerna wymw (s) = fn sin(a(s"))ds' och z(s) = fnscos(a/(s’))ds'

4 Ettapproximativt analytiskt uttryck tilléimpbart for sma axiella
) dir

forskjutningar ges av: 4, (2) = Ay sin (525 -

_ Z‘Fx 0= 2VLo s

Asnaigise = x 'Lia T
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Numeriska resultat presenteras grafiskt

Figur 2—6 visar beriknade resultat fér den ihoptryckta tumstocken for
axiella forskjutningar mellan 6,6 cm och 221 cm. Fran figurerna ser man att
den analytiska losningen fungerar bra for sma axiella forskjutningar, eme-
dan mittpunktens utbdjning dverskattas for stora axiella forskjutningar. I
figur 6 ser vi att den analytiska l6sningen inte alls fungerar for fallet dir den
axiella forskjutningen ir storre in tumstockens initiala lingd — elastican slar

knut pa sig sjilv.
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Figur 2 och 3: Thoptryckt tritumstock, axiell forskjutning 6,6 cm respektive 25 cm.
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Figur 4 och 5: Thoptryckt tritumstock, axiell forskjutning 87 cm respektive 131 cm.
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Experimentella studier

Tva experimentella undersdkningar genomfordes for att jimfora teoretiska
studier med experimentella data.

Mittpunktens utbojning for tumstock av tri

For att experimentellt undersoka inverkan av tumstockens ena dndpunkts
axiella forskjutning pa mittpunktens utbdjning kan mitningar géras med
en tvi meter ling tumstock. Mitarrangemanget illustreras i figur 7. Vid ett
sddant forsok valdes olika viirden f6r den vinstra indens axiella forskjutning
och mittpunktens utbdjning mittes. Det noterades och kompenserades for
att mittpunkten forflyttades at hoger under forsoket nir hogre virden for den
vinstra indens axiella forskjutning valdes. For att undvika inverkan av gravi-
tation, bojdes linjalen horisontellt lings golvet. Miitdata redovisas i tabell 1.

Figur 7: Experiment for att studera inverkan av vinstra indens forskjutning pd
mittpunktsutbdjningen for en tumstock.

Axiell férskjutning a (cm) 05|10 | L5 | 20| 25|30 35| 40| 45
Mittpunktsforskjutning A (cm) 6,5 | 87 | 11,1 | 129 | 145|158 | 17,1 | 183 | 19,3
Axiell férskjutning a (cm) 50 1 60| 70 | 80| 90 | 10,0 | 11,0 | 12,0 | 13,0
Mittpunktsforskjutning A (cm) 204 | 22,1 | 23,9 | 255 | 27,0 | 284 | 29,7 | 30,9 | 32,1
Axiell forskjutning a (cm) 14,0 | 15,0 | 16,0 | 17,0 | 18,0 | 19,0 | 20,0 | 25,0 | 30,0 | 35,0
Mittpunktsforskjutning A (cm) 333 | 34,5 | 357 | 36,4 | 374 | 38,5 | 39,4 | 43,7 | 47,5 | 50,9

Tabell I: Experimentella data for tritumstock

Mittpunktsutbdjningen (A) som funktion av indpunktens axiella forskjut-
ning (a) presenteraside tvé foljande figurerna. I figur 8 iir en jimforelse med
mitdata inkluderad, men i figur 9 presenteras endast beriiknade resultat.
Av figur 8 framgar att det iir en god dverensstimmelse mellan mitdata och
beriknade virden for smé axiella forskjutningar.

En kurvanpassning med hjilp av minstakvadratmetoden till en funktion
av typen A(a) = CaP gav virden C=0,85m®° och D =0,48 f6r mitdata pre-
senterade i figur 8 och tabell 1. Detta kan jimforas med ekvationen, vilken
for anvindning av SI-enheter och Ly=2m kan skrivas:

—Q;F a™~0,90a"

A Analytisk =
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Figur 8: Mittpunktens utbdjning (A) som funktion av axiell forskjutning (a) med
smd axiella forskjutningar for tritumstock. Jimfirelse mot mdtdata.
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Figur 9: Mittpunktens utbijning (A) som funktion av axiell forskjutning (a) med
stora axiella forskjutningar for tritumstock.
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Kurvform for linjal av plast

Att undersoka kurvformen for en plastlinjal ir ett annat experiment, som
ir enkelt att genomféra med elever i en klass. En 30 cm ling plastlinjal bojs,
till exempel mellan en viigg och en stabil och hallfast hog av bocker, pa ett
A4-papper med 5 mm-rutor, se figur 10. Kurvformen {6r den bojda linjalen
ritas sedan upp pé pappret och mitpunkter lises av som koordinater (x, y) pa
den uppritade kurvan, dir ett koordinatsystem med origo i linjalens viinstra
indpunkt inforts. Virden for linjalens ursprungslingd L, och den axiella
forskjutningen a mits ocksa. Mitdata redovisas i tabell 2.

Eleverna kan utféra miitserier och ligga in dessa i ett kalkylblad. Om
nagra data saknas, kan rita linjens funktion (y = kx + m) anviindas for linjir
interpolation mellan kinda mitpunkter. Sedan kan kurvanpassning med
minstakvadratmetoden goras.

T

+ mEwe
N i !'I’

Figur 10: Experiment for att studera kurvformen for en plastlinjal. Linjalen bijs
mellan en vigg och en hig med stabila och hdllfasta bicker.

x(mm) | 20 | 80 | 130 | 180 | 230 | 280 | 330 | 380 | 430 | 480
ymm) | 10 | 50 | 80 | 1,0 | 130 | 160 | 185 | 21,0 | 240 | 260
x(mm) | 530 | 580 | 630 | 68,0 | 730 | 78,0 | 830 | 880 | 930 | 980
y(mm) | 280 | 31,0 | 330 | 350 | 370 | 390 | 405 | 42,0 | 435 | 450
x(mm) | 1030 | 108,0 | 1130 | 1180 | 1230 | 1280 | 1330 | 138,0 | 1430 | 1480
y(mm) | 460 | 475 | 486 | 492 | 500 | 510 | 512 | 515 | 52,0 | 520
x(mm) | 1530 | 1580 | 1630 | 168,0 | 1730 | 178,0 | 183,0 | 1880 | 1930 | 1980
y(mm) | 519 | 514 | 512 | 510 | 500 | 491 | 48,0 | 470 | 460 | 443
x(mm) | 2030 | 208,0 | 2130 | 218,0 | 223,0 | 2280 | 233,0 | 238,0 | 2430 | 248,0
y(mm) | 430 | 41,0 | 394 | 370 | 360 | 340 | 315 | 296 | 270 | 245
x(mm) | 2530 | 2580 | 2630 | 2680 | 2730 | 2780 | 283,0 | 288,0 | 291,0
y(mm) | 220 | 190 | 167 | 140 | 11,0 | 80 | 50 | 20 | 10

Tabell 2: Experimentella data frdn plastlinjal.
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Figur 11 visar en jaimforelse mellan experimentella data for den bojda plast-
linjalen och den approximativa analytiska l6sningen:

W anatytisk (.’17) = %\/L—Oa’ sin (%)

En god 6verensstimmelse visas for de uppmiitta mitvirdena Ly =313 mm och
a=19mm. En kurvanpassning med minstakvadratmetoden till en funktion
av typenw(s) = Cysin(Cxx) gav virdena C;= 0,052 m och C,=10,72 radianer/m
vilket motsvarar Loz, =314mm och ag,,=21mm.
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Figur 11: Thoptryckt plastlinjal vid en axiell forskjutning 10 mm. Jimfirelse mellan
analytisk lésning och mdtdata.

Visualisering av resultatet i VPython

For att visualisera en bojd tumstock respektive en bojd linjal har ett par verk-
tygi VPython utvecklats. Tanken med dessa verktyg ir att demonstrera vilka
mojligheter som ges inom ramen f6r VPython. Elever ska dven sjilva enkelt
kunna jimfora och verifiera experimentella resultat med simuleringar och
fa en braintroduktion till anvindning av numeriska hjilpmedel. Killkoden
i VPython ir fritt tillginglig, vilket mojliggor for programmeringsintresse-
rade elever att sjilva modifiera enligt egna dnskemal, till exempel att indra
linjalens lingd. Det bor dock poingteras att visualiseringen endast giller for
smé axiella forskjutningar.

I figur 12 visas bild pa ett utvecklat VPython-program for att visualisera
en bojd tumstock. Figur 13 visar ett liknande program for att visualisera en
bojd linjal. Killkoden nas genom att klicka pa den bla texten "View this pro-
gram” lingst upp till viinster i respektive simuleringsprogram. Simuleringarna
finns linkade pd Nimnaren pa nitet och kan nis pa:

+ www.glowscript.org/#/user/Anders_Johansson/folder/LinjalensMatematik/program/TumStock

+ www.glowscript.org/#/user/Anders_Johansson/folder/LinjalensMatematik/program/PlastLinjal
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Figur 12: V Python-simulering av bojd tum-
stock. Onskad axiell forskjutning kan stillas
in med hjdlp av en glidare.

2
Approximativ kurvform fér en bjd linjal w(z) = Wmax sin(%) s Winax = ;\/Loa
=
Valj hoptryckning, a genom att flytta markoren i sidled. Tryck sedan pa valfri tangent pa tangentbordet for att uppdatera grafen och resultatrutan nedan.
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Hoptryckning a= 5 cm ger mittpunktsférskjutningen w_max= 7.8 cm for x= 12.5 cm . . .
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