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Matematisk modellering tor
miljoarbetet

Matematik kan anvdndas for att f& syn pa och diskutera samhallsfrdgor och
politiska beslut. Har visar forfattaren hur aktuella miljofrédgor kan modelleras
matematiskt for att fungera som underlag for eftertanke och debatt.

SO, NO och flera praktisk-estetiska zamnen. P4 min arbetsplats

(Malmo universitet) har vi spinat om hur vi kan fa in detta dven
i matematikdidaktiken. Matematikundervisning boér behandla bade rena
matematiska begrepp och matematiska tillimpningar. Medan matematiska
begrepp som sidana iir neutrala i forhillande till miljofragor, sa 4r tillimpad
matematik centralt fér att modellera och simulera miljokonsekvenser av
olika handlingsalternativ. Det ledde mig till att formulera nigra matema-
tiska modeller pa temat miljo och att gora en aterblick pa vad liroplaner
siiger om modellering.

M iljofragor och hallbar utveckling ir en naturlig del av skolimnena

Matematisk modell i laroplanen

Begreppet matematisk modell finns med redan i Lgr69 diir "Begreppet mate-
matisk modell forklaras ...”. Hir ir alltsd en matematisk modell nigot som
liraren undervisar om, till skillnad frin i Lpo94 dir det ir ndgot som elever
ska arbeta med genom att "anvinda enkla matematiska modeller”. Men vad
ir egentligen en matematisk modell? Freudenthals tradition talar om mate-
matisering som att beskriva ett verkligt fenomen med matematiska symbo-
ler. Detinnebir att helt vanliga samband, sisom s =v- t, betraktas som mate-
matiska modeller. Sedan Lgrll ingar det i betygskriterierna for 4k 9 dven att
kunna ” formulera enkla matematiska modeller”.

I en litteraturgenomgang sig Gabriele Kaiser och Bharath Sriraman att
inom matematikdidaktik likstills modellering of ta med att anvinda model-
ler for problemldsning. Frigar man en matematiker sd innefattar det dven att
formulera problemet, vilket ingir i George Polyas férsta punkt om att forsta
och formulera om problemet med egna ord. En frigestiillning kan behova
omformuleras for att den ir alltfor vag och méste preciseras for att kunna
besvaras eller for att den 4r fylld av ovidkommande detaljer som behover
sorteras bort. I elevuppgifter méste sidan vaghet viljas med omsorg sa att
den placerar problemetinom rickhall for eleverna, alltsd s att de maste pre-
cisera frigan men ocksa att de klarar av att gdra det. Matematikernas och
matematikdidaktikernas olika definitioner hjilper oss att bli medvetna om
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skillnaden mellan att anvinda och att formulera modeller. Eftersom lirare
sjilva viiljer hur de vill formulera uppdrag till eleverna blir férstas flera olika
svar mojliga. Tabell 1 visar skillnader mellan olika didaktiska kategorier.

Tabell I. Elevens uppdrag fir friga, metod och svar fir olika didaktiska kategorier.

Didaktisk kategori Fraga Metod Svar
Ovningsrikning (anvinda modell) | given given ett unikt svar
Problemlésning (anvinda modell) | given vilj sjilv ett unikt svar
Modellering (formuleramodell) | formulerasjilv | vil;j sjilv beror av fragan

Fyra matematiska modeller for miljoproblem

Dennaartikel ger nigra exempel pd matematisk modellering sd som matema-
tiker tolkar det. Tva av dem handlar om att jimfora transportsitt avseende
tid och kostnad. Syftet dr att illustrera att man, genom att sjilv vilja fragan,
kan modellera samma fenomen med tvi olika fysikaliska enheter, vilket ger
tva olika perspektiv pa jimforelsen. Den tredje modellen tar upp det som var
aktuellt under valrérelsen, nimligen priser pd el och fossila bilbrinslen. Den
fjirde modellen handlar om hallbar utrotning av arter och illustrerar att det
med grundskolematematik och timligen grova uppskattningar gir att gora
enmodell av ett avancerat och ganska otickt fenomen. Modellen uppmanar
oss till eftertanke och ansvar och gor matematikliraren till en visselblisare
i samhillet. Just denna artikel fokuserar modellering, men en perifer not ir
att digitala verktyg dr anvindbara i modellering och att berikningarnai just

modellerna 1 och 2 med férdel gors i kalkylblad.

Modell I: Jamfora transportsditt i tid

Ofta anvinds tidsbesparing som ett argument for att ta bilen i stillet for g3,
cykla eller dka kollektivt.

Hur stor tidsbesparing ges av att ga eller aka bil jamfort med att cykla?

Vi anvinder ett kalkylblad enligt tabell 2 for att géra dessa berikningar.
Programmera kalkylbladet s att det beriknar de kursiverade virdena i
tabellen somillustrerar ett fall dir man har 2,5km enkel resa mellan hem och
skola/arbete mindag till fredag, vilket ger totalstrickan 25km per vecka i
arbetsresor. Reseplaneraren i Google anger medelhastighet for cykel till cirka
18 km/h. Aven om dettaiir lingsamt pa en landsviig, sd iir det aningen snabbt
om man maste stanna vid korsningar och trafikljus. I modellen anvinder vi
12km/h — en hastighet som man i vanliga fall inte blir svettig av iven om
man cyklariregnstill. Tidsskillnaden i tabell 2 beriknas jimfort med cykel.

Tabell 2 visar att restiden dr drygt 1 timme kortare for bilisten in cyklis-
ten. Eftersom bilisten sitter still ligger vi i denna modell pa tva gym-besok
per vecka om vardera 45 minuter plus att det tar 30 minuter att byta om fore
och efter gymbesoket samt ta sig dit och hem, alltsd 2,5 timme totalt. Sista
raden i tabell 2 visar att for bilisten omvandlas den kortare restiden till en
tidsforlust pa drygt 1 timme per vecka for att dka bil och g& pa gym jaimfort
med att fi regelbunden vardagsmotion genom att cykla. En mer detalje-
rad modell skulle kunna inkludera tid for att skrapa frost fran bilrutorna pa
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vintermorgnar och fér dem med egen garageuppfart att skotta snd motsva-

rande en bilbredd eller endast en cykelbredd.
Tabell 2. Tidsskillnad per vecka vid olika firdsdtt jamfort med cykling.

Tidsskillnad Gang Cykel Bil
Hastighet (km/h) 5 12 30
Stricka (km; ma—fre) 25 25 25
Restid (h) 5 2,08 083
Tid pa gym (h) 0 0 2,5
Tidsskillnad (h) +292 0 +1,25

Modell 2: Jamfora transportsitt i kronor

Ett argument for att ha bil dr att man maste ha det for att ta sig till arbetet.
S4 ir det forstds i de fall didr man bor langt fran kollektivtrafiken, men det
finns dven manga som bor och arbetar i en mindre titort och likvil tar bilen
till arbetet eller EPA-traktorn till skolan.

Vad kostar det att ta sig till skola/arbete med bil jamfort med andra
transportsatt?

Foratt besvara frigan behover vi forst fundera 6ver vilka kostnader som finns
for att transporterassig till arbete och skola. En limplig forberedelselixa skulle
kunna vara att eleverna fragar sina forildrar vilka olika kostnader de har for
bil, cykel eller kollektivtrafik.

En rad antaganden maste nu goras och rimligheten i dem kan vara ett
limpligt diskussionsimne. [ denna modell riknar vi pd ett &r med 47 arbets-
veckor. Som virdeminskning fr att promenera viljer vi ett par nya skor per
ar a 1000kr. For cykel viljer vi avskrivning av nypris 10000 kr pa 10 ar dir
service tillkommer. For bilen himtar vi uppgifter pa bilsvar.se dir en van-
lig bil, exempelvis Volvo V40, har arskostnader for avskrivning och service
enligt tabell 3. T denna modell ingar dven boendeparkering 500 kr/méanad i
12 ménader och parkering vid arbetsplatsen fér 1000 kr/méan i 12 manader

samt briinsle for 5km per dag i 235 arbetsdagar. Det ir limpligt att anvinda
kalkylblad for berikningarna.

Tabell 3. Kostnad per dr vid olika fardsdtt och 47 arbetsveckor.

Arskostnad (kr) | Kollektivtrafik Géng | Cykel Bil
Inkdp/avskrivning 10000 1000 1000 | 20000
Service 0 0 1000 15000
Parkering 0 0 0| 17000
Briinsle 0 0 0 1175
Gymbkort 3000 0 0 3000
Totalkostnad 13000 1000 2000 56175
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Precis som i modell 1ingér ett arskort pa gym for bilisten. Bilkostnaden
blir forvinansvirt hog — den motsvarar tva biobiljetter varje vardagskvill.
Alternativt ricker besparingarna jimfort med att cykla eller ga till en ny
eldriven lddcykel varje ar eller drskort pé linstrafiken for tva vuxna personer
plus kostnader for att vara med i bil-pool eller hyrbil en vecka pa semestern.
Notera att i detta rikneexempel anviinds bilen endast till arbetsresor cirka
120 mil/ar. Kostnaden per mil blir ligre om man slar ut den pd en lingre kor-
stricka som ocksd inkluderar fritidskorning.

Modell 2 gar bra att redovisa som linjira modeller diir raderna inkop,
parkering och gym riknas som fasta priser och évriga kostnader som ror-
liga. Tabell 4 visar att bade fasta och rérliga kostnader var for sig ir betydligt
hogre for bil in for cykel och gdng.

Tabell 4. Linjir modell med rorlig kostnad utslaget per kilometer beriknat pd
25 km/vecka ginger 47 arbetsveckor.

Kostnader Kollektivtrafik Géing | Cykel Bil
Fast (kr) 13000 1000 1000 | 40000
Rorlig (kr/km) 0,00 0,00 085 1377

En utmaning med att representera den linjira modelleniett diagram ir skal-
ningen da de rorliga kostnaderna ir mycket sma i forhallande till de fasta.
Det bliristortsett vagrita linjer i diagrammet, iven om man byter till enhet
kr/mil. Argumentet "bil maste man juindd ha” innebir att bortse frin fasta
kostnader. Detta argument skulle en redovisningsekonom och en matema-
tiker aldrig acceptera. Tabell 3 visar att briinslepriserna for bilresan till job-
betimangafallir en ganska liten del av totalkostnaderna. Den stora delen ir
istillet de fasta kostnaderna. Dirmed faller ett av argumenten for en politik
som syftar till att stodja bilkorande hushall med att ge generella rabatter pa
brinslekostnaderna av typen sinkt bensinskatt, vilket leder till néista modell.
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Modell 3: Skatt pa fordonsbrinsle

Vid valrérelsen 2022 foreslog alla riksdagspartier nigon form av sinkta priser
pé bensin och diesel, men lite utrymme gavs till de mer évergripande kon-
sekvenserna av ett saidant beslut.

Vad innebdr en generell sankning av skatt pa fossila fordonsbranslen?

I media forefoll huvudargumentet vara att man maste ha rad att kunna ta
sig till arbetet. Med statistik som grund 4r det rimligt att anta att en stor del
av resandet inte ir arbetsresor. Folk anvinder bilen dven till fritidsresor pa
helger och semestrar och for att besoka vinner och butiker. Med tanke pa
att det ir nddvindigt att snabbt minska den totala anvindningen av fossila
brinslen later det som ett oansvarigt forslag att sinka drivmedelsskatten
generellt, allts dven for fritidsresor. Med andra ord skulle en sadan politik
ekonomiskt gynna utslipp av koldioxid. En enkel och grafisk matematisk
modell for denna situation ir en rektangel som vi delar i tva delar; en del for
arbetsresor och en annan del {or 6vriga resor. [ modellen riknar vi med att
det dvriga resandet utgdr den storre delen.

Arbetsresor Ovriga resor

Sinkt skatt pa hela drivmedelskonsumtionen

Ettalternativ till en generell skattesinkning pa fossila drivmedel ir att endast
sinka den for arbetsresor. Men hur dstadkommer man det? Jo, det finns
redan en mojlighet att i inkomstdeklarationen anska om avdrag for jobb-
resor. Diarmed férsvinner huvudargumentet for att generellt sinka drivme-
delsskatten for att folk ska ha rid att ta sig till arbetet om det enda rimliga
alternativet ir en lng bilresa, vilket ir fallet for en del personer.

Arbetsresor Ovriga resor

Siankt skatt

Enannanfrigaisammanhangetir vad staten bist ska anviinda skattemedlen
till. En stor andel av priset pa fossila drivmedel ir just skatt. Nir bensinpri-
set okar far staten dkade momsintikter. Dessa pengar skulle kunna gi till att
sinka skatten pa fossilt brinsle, men de skulle ocksi kunna anvindas for att
sinka skatt pd arbete eller for att bygga ut antalet laddstationer for elbilar sa
att fler bilberoende i glesbygden kan ga 6ver till elbil.
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Modell 4: Hur manga djur kan vi utrota?

Ett naturligt svar pa frigan ir nog "helst inga”. Egentligen ir fragan fel stilld
eftersom geologiska data visar att djur och vixter dog ut lingt innan minn-
iskor hade uppfunnit pilbdgen. Frigan borde i stiillet vara:

[ vilken takt kan djur och véxter tilldtas att do ut?

Den frigan gir att besvara pa ett matematiskt ganska enkelt sitt genom att
ett hallbart utddende sker i samma takt som arter nybildas. Ett standard-
knep i matematisk modellering dr att formulera detta som en ekvation som
beskriver nettoférindringen:

+ [artnetto] = [nybildning av arter] —[utrotning av arter]

Detir 6nskvirt att [artnetto] =0, alltsd att ingen férindring sker i antalet arter.
Med andra ord ett tillstind i balans. P4 matematiskt facksprak kallas detta
for ettstationirt tillstdnd. Det dr forstds nddvindigt att undersdka artnetto
for en bestimd tidsperiod, exempelvis 100 eller 1000 ar. Dirfor blir nista
steg i modelleringsprocessen att ta reda pd i vilken takt som arter nybildas.
Det kan man uppskatta som antalet existerande arter dividerat med tiden
det tog for dem att bildas. Men hur manga nu levande arter finns det? Enligt
Naturhistoriska riksmuseet finns det troligen runt 10 miljoner arter av djur,
svampar och vixter och av dessa ir runt 1,5miljoner vetenskapligt beskrivna.
For att gora uppskattningarna mer precisa kan vi avgrinsa oss till en sniv
grupp organismer. Exempelvis diggdjur eller figlar d4 dessa ir ganska vil
undersokta. Man riknar med att det nu finns knappt 5000 arter diggdjur
och cirka 10000 figelarter. Hur ling tid har det tagit for dessa att bildas?

For att besvara denna friga liser vii Forskning och framsteg att det har skett
ungefir tio massutdoenden under de senaste 290 miljoner dren och att alla
dessa sasmmanfaller med stor vulkanisk aktivitet och stora meteoritnedslag.
Hit hor dven det som dgde rum for runt 65 miljoner ar sedan, vilket riknas
till ett av de fem allra storsta i jordens historia. Geologerna har ocksa note-
rat att de senaste 10 massutddendena férekommer i cykler med en period
pa 25-30 miljoner ar och man spekulerar om att solsystemets rotation runt
Vintergatan kan vara orsak till kometer och kanske dven seismisk aktivitet.
QOavsett orsak bor dirfor det senaste massutddendet ha varit for ungefir 10
miljoner dr sedan. Ur detta gor vi den mycket grova uppskattningen att alla
nu levande diggdjursarter har bildats de senaste 10 miljoner aren, vilket ger
en taktinybildning av arter pa ungefir en diggdjursart per 20004r och en
fagelart per 1000 4r.

For att berikna artnetto aterstdr att uppskatta utrotningstakten. En
lixa for eleverna infor lektionen kan vara att lyssna pa nigra avsnitt ur pro-
grammet "Borta foralltid” frin Sveriges Radio P1. Programmet ger informa-
tion som ricker for att &tminstone sitta en undre grins for antalet utrotade
diggdjur och figlar per drtusende, vilket ir nog for att avgora om artnetto
iri balans eller inte.
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Metareflektioner

Det finns atminstone tvd vanliga invindningar mot modell 1 och 2. Den ena
ir att "pengar ir inget problem — jag har tillrickligt for att bide dka EPA-
traktor och gi pa gym”. Den andra ir att "jag ir bekvim av mig”. Det finns
dven dtminstone tva invindningar mot modell 4. Den ena iir att den visserli-
gen redovisar en mycket allvarlig situation, men utan att redovisa hur den ska
l6sas. Den andra iir att sidana modeller anses kunna skapa trauma hos barn.
Sidana trauman kan leda till handlingsférlamning, vilket viinte ir betjinta
av. Alla dessa fyra invindningar ir virda att ta pa allvar. En mojlig tolkning
av dem ir att det nog inte ir limpligt att undervisa om handlingsalternativ
(modellerna 1 och 2) och problem (modell 4) som fristiende lektioner. Ett
alternativ ir att forst presentera ett handlingsalternativ och att i nira anslut-
ning till detta presentera ett problem som visserligen dr mycket allvarligt, men
som delvis kan 16sas genom de tidigare presenterade handlingsalternativen.

Modellernaloch 2 visar att man kan formulera enkla matematiska model-
ler som kan jimforas for att ge olika perspektiv. Om dessa olika perspektiv
ger samma slutsats ir det rimligt att betrakta modellerna som anvindbara.
Medan modellerna 1 och 2 betonar bilens fasta kostnader betonar modell 3
dess rorliga kostnader. Modell 3 lyfter fram att vi ibland verkar glomma att
en losning redan finns och om vi glommer det kan fokus hamna snett, nim-
ligen att gynna fossilbrinsleanvindning i allminhet snarare in arbetsresor
specifikt. Modell 4 visar att man med ganska enkla metoder kan undersoka
komplexa pastienden och skaffa sig beslutsunderlag,

Moraliska pekpinnar

Alla fyra modellerna innehéller en moralisk pekpinne relaterat till vilka
beslutsunderlag de modellerar. Frigorna ir samhillskritiska och antyder
med ord ur pjisen Hamlet av Shakespeare ... att nigonting ir ruttet hir i
staten ...". Bide Hamlet och profeterna i Bibelns gamla testamente liksom
nutida visselbldsare piminner oss om att det inte alltid ir vare sig populirt
eller riskfritt att vara samhillskritisk. Frigan kan stillas om det ir relevant
att taupp miljofragor i matematikundervisningen. Ett argument for att iven
matematiken bor ta upp sidana fragor ir att priset for att ridda miljon mycket
vil kan vara en bittre privatekonomi, mer fritid och bittre hilsa. En bittre
folkhilsa frigor i sin tur skattepengar fran virdkostnader for viillevnadssjuk-
domar till andra saker. En enkel beteendeforindring som styrks av modell 1
och 2 frimjar ocksé planetens hilsa. Det later som en verkligt god affir diir
alla ir vinnare utom littjan och méjligen fafingan! .
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