Andreas Bergwall

Bevis och resonemang

Bevis ar en central del av matematiken, och bevis och resonemang forvantas
genomsyra all matematikundervisning. Samtidigt ar det val belagt att bevis ar
svart, bade att ldra sig och att undervisa om. Har berdttar forfattaren om sin
undersokning av bevisrelaterade resonemang i laromedel och reflekterar dver
vilket stod ldaromedlen erbjuder i detta avseende.

undersokt hur svenska och finska gymnasiebocker hanterar bevis-

relaterade resonemang. [ den hir artikeln kommer jag att presentera
négra resultat och utifrin dem ge forslag pa hur man kan borja reflektera
dver sin egen undervisningspraktik i relation till bevis. For att detta ska bli
relevant iiven for den som undervisar pa andra nivder i skolsystemet vill jag
vidga synen pa vad bevis ir, vilka syften de har, och vilken typ av aktiviteter
detiirsom stoder utveckling av de kompetenser som behovs for att forstd och
genomfora bevis. Det kommer jag att gdra genom att beskriva nagra olika sitt
att se pa bevis och bevisrelaterade resonemang som ofta férekommer i den
matematikdidaktiska forskningslitteraturen. Allra frst ska vi dock titta pd
vad vara styrdokument har att siga.

l : drnan i min doktorsavhandling utgodrs av liromedelsstudier diir jag

Bevis och resonemang i styrdokumenten

I grundskolans kursplan ir det egentligen bara inom geometriomradet som
det uttryckligen stdr nigot som for tankarna till bevis. Geometriomradet
skainkludera "geometriska satser och formler samt argumentation for deras
giltighet”. I gymnasieskolans imnesplaner finns tydligare formuleringar dir
man dven pekar ut motivering och bevis av specifika satser som till exempel
Pythagoras sats i kurs 2 och trigonometriska identiteter i kurs 4. I kurs 2bc
ingar ocksd begrepp som definition, sats, bevis, implikation och ekvivalens.
[ de flesta kurser och innehéllsomraden nimns inget om bevis.

Kurs- och imnesplanerna for grund- och gymnasieskolan uttrycker dir-
emot att eleverna ska ges méjlighet att utveckla formagan att féra och folja
resonemang. Men vad ir ett resonemang och vad innebir det att resonera?
[ Svenska Akademiens ordbok beskrivs ordet resonera som att:

anvinda fornuftet eller sitt fornuft for att komma till klarhet om nigot
(och dirvid viiga skil och motskil mot varandra); genomfora eller
utveckla en tankeging (med klargtrande for sig av skil eller grunder)

Att resonera i matematik skulle da innebira ndgot mer in att beskriva hur
man har gjort for att 16sa ett problem. For att kallas ett resonemang ska det
ge klarhet och presentera skil till varfor [6sningen fungerar och ér korrekt.
[ kunskapskraven anviinds ett annat ordval. Istillet for att viiga skil sa talas
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det om att "eleven for och foljer matematiska resonemang genom att fram-
fora och beméta pastienden med underbyggda matematiska argument”.
Vad som kinnetecknar ett underbyggt matematiskt argument ir inte sd
litt att beskriva.

Bevis och resonemang i matematikdidaktisk litteratur

Ett syfte med ett matematiskt resonemang ir att dvertyga nigon om att en
viss slutsats verkligen stimmer. Resonemanget ska presentera argument
som undanrdjer alla tvivel och som gor det oméiligt att ifrigasitta slutsatsen.

Vilka typer av argument dr dvertygande?

Guershon Harel och Larry Sowder delar in de typer av argument som vi
anvinder oss av i tre huvudkategorier.

+ Yitre argument. I manga sammanhang later vi oss dvertygas av sidant
som egentligen inte har med sjilva innehallet att gora. Vi kanske utgér
fran att det en person siger dr sant bara for att vi kiinner fértroende for
personen.

+ Empiriska argument. Genom att samla in, analysera och tolka data kan
vifinna stdd for eller emot ett pastiende.

+ Deduktiva argument. [ matematiken har vi en helt unik tredje
mojlighet genom att pa logisk vig hirleda hur det maste ligga till.

Attden tredje mojligheten finns innebir dock inte att vi alltid anviinder den,
eller att detdr rimligt att gdra det. Vi kan bli nog sd évertygade av argument
av de forsta tva slagen dven nir vi ignar oss 4t matematik. Diremot kan visiga
attdet ir den tredje typen av argument som ir sjilva grundbulten f6r mate-
matik som vetenskap. Det ir den typen av argument som vi vill att eleverna
ska forstd nodvindigheten av och styrkan i. Det ir resonemang som inne-
héller den typen av argument som vi vill att de ska lira sig att fora och folja.

De yttre argumenten ir alltsd egentligen inte matematiska. Varje ging
viutan ytterligare forklaring siger att "man kan bevisa att” eller "det bara ir
si” ir det ett yttre argument eftersom vi forviintar oss att eleverna ska tro
0ss utan att vi presenterar nigra matematiska argument. Samma sak nir en
elev motiverarsitt tillvigagingssitt genom att hinvisa till att "sd gjorde dei
boken” eller till att kompisen sa att det var pa ett visst siitt.

Empiriska argument bestar typiskt i att vi utifrin exempel och special-
fall, eller genom att mitaien figur, drar slutsatser om generella principer. Vi
kanske miter och beriknar vinkelsumman i fem olika trianglar och anvin-
der det som argument for att den alltid &r 180 grader. Det duger inte som ett
matematiskt bevis. Samtidigt ir det inte fel med den typen av undersokande
aktiviteter. Tvirtom, matematik handlar om att se monster och att kunna
gora generaliseringar. Och ibland dr empiriska argument fullt tillrickliga.
Om ndgon tror att vinkelsumman i en triangel alltid 4r 200 grader s ricker
det att miita i en enda triangel for att avsldja att hen har fel.

Slutligen ir det bland de deduktiva argumenten vi finner de generella
resonemangen, de "riktiga” bevisen. Vad vi menar med riktiga bevis kan
delvis vara olika i olika skolar.
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Vad ska utmdrka ett bevis i skolsammanhang?

Nir vi tinker pd matematiska bevis sd dr det litt att tankarna gir till bevisav
detslag vistott pa i avancerade universitetskurser: formella, teoretiskt inveck-
lade och linga resonemangskedjor som presenteras med mingder av mirk-
liga symboler. Men dd méste vi komma ihdg att nir matematiker presenterar
bevis for varandra s (1) har de en vildigt stor mingd matematiska resultat
som de kan rikna med att alla kinner till och som de dirfor kan stédja sina
resonemang pa utan ytterligare motivering, (2) ir de vana vid manga olika
bevistekniker och sofistikerade sitt att resonera och dra slutsatser pa, och
(3) har de ett vil indvat symbolsprak med begrepp och notation som alla dr
vana vid att anvinda. Om visitter dessa tre punkterien elevkontext kan vi
ersitta dem med foljande:

1. de resultat som eleverna kan forvintas vara bekanta med
2. desitt att resonera och dra slutsatser pa som eleverna behirskar
3. de symboler och skrivsitt som eleverna ir vana vid att anvinda.

D4 far vi naturligtvis helt andra férutsittningar. For eleverna i skolan ir det
rimligen de resonemang som kan féras under dessa férutsittningar som ska
kallas bevis. AndreasJ. Stylianides har dirfor foreslagit en definition av bevis
som utgdr frin de hir tre punkterna. Férdelen med att se pa bevis pa det siitt
som han gor dr att de da blir relevanta pa alla nivaer i utbildningssystemet.
Att beméta pastienden med underbyggda matematiska argument skulle
kunna beskrivas som att man ska utg frin det man redan vet, dra slutsatser
utifrin det och kommunicera sina idéer med limpliga matematiska uttrycks-
former. Det ir naturligtvis viktigt att det ocksé finns en progression som gor
atteleven alltmer nirmar sig matematikers forutsittningar och kan resonera
alltmer som matematiker gor.

Vilka syften kan ett bevis ha?

Det sprids ofta en bild av att bevisens frimsta syften ir att dvertyga eller
att verifiera. De krivs for att vi ska kunna vara helt sikra pa vad som ir sant
eller inte i matematik. Det hir dr naturligtvis viktiga syften med bevis.
Matematiken ir en av f vetenskaper som faktiskt erbjuder mojligheten att
pastrikt logisk vig sluta sig till vad som idr sant medan de flesta andra veten-
skaper fir noja sig med empiriskt stéd for sina pastdenden. Men frigar man
matematiker s visar det sig att bevis kan ha helt andra syften och att beviset
irnagot man forsoker konstruera forst efter att man har dvertygat sig om att
ett pistiende dr sant. Vad irisd fall syftet med ett bevis? Ett viktigt syfte ir
att de kan forklara, det vill siga de hjilper oss att se varfor nigot giller (och
inte bara art det maste gilla, vilket ir tillrickligt for den verifierande funk-
tionen). Genom att beviset kopplar ihop nya kunskaper med gamla bidrar
det till att organisera och systematisera det matematiska kunnandet. Manga
matematiker skulle kanske siga att det ir det allra viktigaste syftet. Detta
gor ocksa att bevisen banar viig till att uppticka ny matematik. Inte minst ir
de centrala for att kommunicera matematiska idéer. Dessutom erbjuder de
intellektuell utmaning! Om vi tar fasta pa ord som dvertyga, forklara, upp-
ticka och kommunicera, och tinker pa bevis pa det sitt som Stylianides
foreslar, sa kan de ha en central roll pé alla nivaer i skolsystemet. Men i vilka
sammanhang och i vilken typ av aktiviteter?
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Olika typer av bevisrelaterade resonemang

I skolsammanhang ir det kanske uppgifter formulerade som "visa ait...” som
vi forst ser framfor oss niir vi tinker pa bevisuppgifter. I sidana uppgifter
ir ett sant pastiende givet och eleven ska forsoka (be)visa att det dr si. Men
for matematiker som arbetar med att utveckla ny matematisk teori ir sjilva
processen att konstruera ett bevis inte frikopplad frin annat arbete. Snarare
handlar det om ett stindigt viixlande mellan att formulera och precisera
hypoteser, testa deras giltighet, férsoka hitta mer eller mindre formella och
detaljerade argument for eller emot dem, hitta motexempel, gi igenom reso-
nemang for att se om de haller eller for att identifiera och korrigera brister
och felaktigheteridem. Infér genomférandet av en stor amerikansk lirome-
delsstudie valde dirfor Denisse Thompson, Sharon Senk och Gwendolyn
Johnson att siitta etiketten bevisrelaterat resonemang pi den typen av reso-
nerande som behdvs i foljande sju olika typer av resonemangsaktiviteter:

formulera en hypotes

undersoka en hypotes

argumentera for ett pastiende

undersoka en argumentation

identifiera eller korrigera felaktigheter i en argumentation

N R

. ge ett motexempel
7. skissa ett bevis.

En viktig idé hir ir att alla dessa typer av aktiviteter bidrar till att utveckla
de férmagor som behovs for att férsta och kunna genomféra bevis. Det inne-
biralltsd att undervisning och lirande av bevis kan (och behéver) varanagot
mycket mer dn att gd igenom firdiga bevis eller att jobba med visa att-upp-
gifter. Det innebir ocks att manga av de undersdkande aktiviteter som vi
redan anviinder i vdr undervisning, till exempel niir vi arbetar med problem-
16sning, ir bevisrelaterade.

Vanliga svarigheter med bevis

Forskningen kring lirande och undervisning av bevis har frimst fokuserat
pé hogstadiet och uppat. Ofta ir forskningen kopplad till geometriunder-
visning och visar mer pa svarigheter och missuppfattningar in pa vad elever
faktiskt kan och klarar av. Det ir tydligt att elever pé alla nivder har svarig-
heter med att forstd och konstruera bevis och att se skillnad pé vad som
ir och inte ir ett giltigt bevis. Manga elever tycker heller inte att bevis ir
forklarande. Sirskilt vanligtir att man later sig dvertygas om generella prin-
ciper baserade pa enstaka exempel, samtidigt som man inte blir 6vertygad
avriktiga bevis. Det kan yttra sigi att man tror att det kan finnas motexem-
peltill pdstdenden som man fatt bevisade eller att man ser motexempel som
undantag. Man kan alltsé siga att minga svirigheter bottnar i en bristande
forstaelse av skillnaden mellan yttre, empiriska och deduktiva argument
samt vilka slutsatser som kan dras av dem.

Det ir dven vanligt att elever har problem med sjilva logiken i pastaen-
den och resonemang. Manga tror felaktigt att ett villkorat pistaende (om P
ir sann s ir Q sann) ir ekvivalent med sin omvindning (om Q dr sann sa ir
P sann) eller sin invers (om P ir falsk s dr Q falsk). Diremot forstar de inte
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att ett sidant pastdende faktiskt dr ekvivalent med sin kontrapositiva form
(om Q ir falsk sa dr P falsk). Det sistnimnda ir sjilva grunden for s3 kall-
lade indirekta bevis. Eftersom matematiska resultat och satser niistan alltid
uttrycks som villkorade pastienden blir det naturligtvis svart att fora giltiga
resonemang for den som har svart med de underliggande logiska principerna.

Bevis och resonemang i laromedel

Jag har undersokt hur bevis hanteras i de svenska och finska liromedel
som ir vanligast pa studieférberedande program péi gymnasiet. Nirmare
bestimt har jag undersokt de svenska liromedelsserierna Matematik 5000
och Matematik Origo for c-sparet samt den finska liromedelsserien Ellips for
detsom i Finland brukar kallas "lang kurs”, Ellips ér en svensksprakig version
av en finsk forlaga, Pyramidi, och ir avsedd for svensktalande i Finland. De
utgivor som har analyserats ir de som anviints under 2010-talet och under-
sokningarna har fokuserat pa fyra olika innehallsomraden. Ytterligare ett
finsksprakigt material, Pitkd Matematiikka, analyserades men bara i rela-
tion till tvd av innehallsomradena.

Eftersom det bara ir tva liromedelsserier per land, och bara vissa inne-
hallsomraden som har studerats, maste man vara forsiktigt med att genera-
lisera resultaten. A andra sidan ger resultaten en bild av vad merparten av
svenska och finska gymnasieelever som forberett sig for hogre utbildning
inom matematik, teknik och naturvetenskap, har mott i sina lirobdcker.
Kirnan i undersdkningarna har varit f6ljande tva frigestillningar.

4 Motiveras de satser och principer som tas upp i bdckernas
genomgangar? Med vilken typ av argument i sa fall?

+ Ivilken utstrickning finns det bevisrelaterade évningsuppgifter?
Vilken typ av bevisrelaterade aktiviteter ir det i sa fall fraiga om? Vilken
typ av resonemang ir det eleven férvintas genomféra?

Satser och bevis i genomgangar

Totalt har 126 satser som tas upp i lirobdckernas genomgingar kategorise-
rats utifrdn om de motiverats med ett giltigt bevis, med nigon annan form
av motivering, eller inte alls.

Staplarna i diagrammet visar andel satser och principer som bevisas,
motiveras pa annat sitt eller inte motiveras alls i de tva svenska liromedlen
Matematik 5000 och Origo samt i det finska Ellips. De fyra forsta grupperna
av staplar illustrerar i tur och ordning innehéllsomridena logaritmer, primi-
tiva funktioner, bestimda integraler och kombinatorik. Den sista gruppen av
staplar visar ackumulerade data.
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Totalt 4r det inga stora skillnader mellan liromedelsserierna gillande hur
stor andel av de principer som tas upp som ocksa fir nigon slags motive-
ring. En relativt stor andel (cirka 40 %) limnas helt utan motivering (se den
sista gruppen staplar i diagrammet). Det kan ocks3 vara viirt att nimna att
de allra flesta resultat som behandlas ir berikningsformler av olika slag och
attde bevis och motiveringar som finns i huvudsak ir direkta resonemangi
form av algebraiska hirledningar.

I definska liromedlen ir det vanligare att motiveringarna faktiskt ir gene-
rella bevis. De ir ocksé ofta placerade efter sjilva satsen. I de svenska ir det
vanligare att en ny sats troliggdrs med hjilp av ett exempel som iir placerat
fore sjilva satsen. Ordet bevis forekommer i princip inte i de svenska bock-
erna. De finska har en mer formell framstillning och de gor ocksa tydligare
skillnad mellan vad som ir definition, sats och bevis.

Det kan tilliggas att i undersékningen av primitiva funktioner och
bestimda integraler si utmiirkte sig det finsksprakiga materialet Pitki med
att bevisa nirmare 90 % av de satser och principer som togs upp.

Bevisrelaterade uppgifter

Med bevisrelaterade uppgifter avses de uppgifter som inbjuder till ndgon
av de sjuresonemangsaktiviteterna som beskrevs tidigare. Kategoriseringen
har frimst handlat om vilken typ av resonemangsaktivit en uppgift inbju-
der till, men ocksi om eleven maste resonera om ett generellt eller specifikt
fall. Sammanlagt har nirmare 3000 uppgifter analyserats.

Logaritmer
M5000 144 11 21314 2
Origo 267 27 414118 1 2
Ellips 135 6 6
Primitiva funktioner
M5000 82 19 11918 1
Origo 162 18 1110
Ellips 220 29 8 | 21
Bestdamda integraler
M5000 313 50 9 (23|17 1
Origo 287 28 219114112
Ellips 220 29 8 | 21
Kombinatorik
M5000 200 35 9 124\ 1 2
Origo 154 35 40512111 |1 3
Ellips 88 6 115

Tabellen visar antal uppgifter i de undersikta innehdllsomrddena, hur mdnga som
dr bevisrelaterade (BR), samt de olika resonemangstyperna i respektive uppgift i de
twd svenska ldromedlen Matematik 5000 och Origo, samt det finska Ellips.
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Bevisrelaterade uppgifter (BR) ir det relativt ont om, trots att de sju olika
typerna av resonemangsaktiviteter innebir en vid tolkning av vad som ir
bevisrelaterat. De iir dock vanligare i de svenska liromedlen in i de finska.
Detsom frimst skiljer de svenska fran de finska ir att de finska har en stérre
betoning pa att utveckla argument (aktivitetstyp 3). I praktiken bestar dessa
uppgifter till stor del av "visa att”-uppgifter. Andelen sidana uppgifter som
ber eleven att resonera kring ett generellt fall ir ocksé storre i de finska liro-
medlen in i de svenska, men oavsett liromedelsserie 4r det i absoluta matt
mitt fi uppgifter dir eleverna méste resonera om generella situationer.

De svenska liromedlen visar upp en storre variation av resonemangs-
aktiviteter. Uppgifter om att formulera och undersoka hypoteser (aktivi-
tetstyp loch 2) dr vanligare i de svenska. En sak som dr sliende dr att det inte
fanns nigra uppgifter alls i det undersokta materialet dir eleven uttryckli-
gen ombeds att ge motexempel (aktivitetstyp 6).

Bevis och resonemang i undervisningen

Ettsitt att ssmmanfatta resultaten skulle kunna vara att de saker som forsk-
ningen visar att elever har svarigheter med ir de som ir sillsynta i liromed-
len. Det kan lata som en kritisk kommentar om liromedlen men det ir inte
sé jag vill att resultatet ska tolkas. Viméste komma ihagatt ett liromedel ska
jaimka samman manga olika syften. Som liromedelsforfattare maste man pri-
oritera. Dessutom méste liromedlen méta lirares forvintningar. Eftersom
bevis inte ir tydligt framskrivna i liro- och kursplaner ir det kanske inte sa
konstigt att de inte dr framtridande i liromedlen heller. Ett annat siitt att
se pa resultaten ir som en ren information om vad de ger eller inte ger stod
for. Den viktigaste insikten ir da att en ldrare som vill lita bevis och bevis-
relaterade resonemang fa en framskjuten plats i sin undervisning behéver
hitta stod for detta pa andra stillen. Ett forsta steg kan vara att observera
och reflektera éver sin egen undervisningspraktik med sirskilt fokus pa just
bevisrelaterade resonemang, Som avslutning vill jag dirfor ge tvé enkla verk-
tyg som kan anvindas for att synliggora vilka typer av bevisrelaterade akti-
viteter och vilken typ av matematiska argument som ir vanliga/ovanliga i
den egna undervisningen. Jag tror att de ir anviindbara pé alla nivaer i skolan.

Fyra huvudtyper av bevisrelaterade aktiviteter
Istillet for sju olika typer av bevisrelaterade resonemang sa vill jag foresla en
uppdelning i fyra huvudtyper av bevisrelaterade aktiviteter:
4 utveckla och precisera matematiska pastienden
+ undersoka giltigheten i matematiska pastienden
+ utveckla och precisera matematiska argument
4 undersoka giltigheten i matematiska argument.
Dessa fyra girinte att helt skilja 4t och det iir inte meningen heller. | den min
liromedlen innehaller den hiir typen av aktiviteter verkar tonvikten vara pa
att utveckla matematiska argument.

Hur ser det ut i din undervisning? Far eleverna mojlighet att gora egna
undersokningar for att uppticka monster och formulera egna pastidenden

om dem? Fir de ibland matematiska pastienden som de sjilva fir undersoka
ifall de stimmer eller ej? Far de uppgifter diir de ska forklara varfor det dr pa
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det ena eller andra siittet, (be)visa att nigot giller, eller precisera och korri-
gera ett resonemang? Far de tillfillen att sitta sigin i andras resonemang for
att bedéma om de haller eller ej?

Jag kan inte siga hur stor andel av uppgifter och lektionsaktiviteter som
bor innehélla ndgot av detta eller vad den optimala fordelningen mellan de
fyra typerna ir. For att eleverna inte ska fi en skev bild av vad matematiskt
arbete ir behover alla fyra finnas med.

Tre huvudtyper av argument

I mina liroboksstudier har jag framforallt gjort skillnad pd om argumenten
vilat pa specifika exempel eller generella fall. Man kan ju ocksé tinka sig att
liroboken sjilv hinvisar till ndgon form av matematisk auktoritet, exem-
pelvis att "Gauss bevisade att ...”, eller bara uttrycker att "man kan visa att”
for att Gvertyga lisaren. D3 har vi i princip en uppdelning av argument i de
tre typer som Harel och Sowder kallar yttre argument, empiriska argument
och deduktiva argument.

Vilka typer av argument anvinds i ditt klassrum? G giirna runt och
lyssna pa eleverna nir de jobbar i grupp, exempelvis under en problemlos-
ningslektion. Ger eller efterfrigar de ndgra skiil eller argument av varandra?
Vilken typ? Med fragor som "Hur vet du att det dr s3?”, "Giiller det alltid?”,
"Blir det s3 dven nir ...?” kan du hjilpa till att locka fram argument. Vilka
typer av argument brukar du sjilv anviinda nir du ska forklara eller moti-
vera generella matematiska principer? Vilken typ brukar eleverna uppleva
som mest dvertygande?

Det hir dr viktigt eftersom just svarigheterna med att forsta skillnaden
mellan vilka slutsatser man kan dra av enstaka exempel respektive av gene-
rellafall ir bland de mest viilbelagda i den matematikdidaktiska forskningen.
Vira kunskapskrav uttrycker ocks3 att eleven ska kunna presentera under-
byggda matematiska argument for sina slutsatser.
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