Larartankar

Om negativa tal

Den lirare som undervisar i matematik i drskur-
serna 7-9, och jag gissar att det i viss utstrick-
ning dven giller {6r gymnasiet, ir vil medveten
om att nir det kommer till undervisning om
negativa tal si ir det bra att ha en del "knep”
att dela med eleverna for att hjilpa dem hilla
reda pa vad som giller vid "minus plus minus”,
"minus ginger minus”, osv. Ja, ni vet. Vid addi-
tion och subtraktion visar liromedlen girna
nagot i den hir stilen:

3+4(-5)=3-5=(2)

och forstirker med nigon firg att plusminus
har férvandlats till ett minus. P4 raden under
stirdet da

3-(-5)=3+5=8

dir eleven kan lidsa att minusminus har for-
vandlats till plus. Vid multiplikation ser det
ungefir likadant ut.

3-(-5)=(15)
(3)-(5)=15
[ forklaringen framgir nigonting i stil med

Olika tecken ger negativt svar.
Lika tecken ger positivt svar.

eller i virsta fall

Plus ganger minus ger minus.
Minus ganger minus ger plus.

For egen del har jag och mina elever
haft mycket nytta av en fér manga lirare
bekant metod som jag kallar Samurajmatte.
Samurajmatte gir till som si att man haller
underarmarna vagriitt framfor sig i brosthojd,
de ska da forestilla tvd "minus-tecken”. Sedan
utstoter man ett lagt lingdraget samuraj-ljud
aooodduuuuu och avslutar med ett snabbt och
hogt HU!! d4 man samtidigt sitter den ena
underarmen i lodrit position éver den andra sa
armarna nu bildar ett "plus-tecken”.

Alltsd tvd minustecken bredvid varandra blir
plus. Eleven minns ofta detta mycket vil och
gor sedan sillan fel dd den riiknar subtraktion
med negativa tal.

D4 det giller multiplikation och division har
jag skrivit denna, for manga sikert vilbekanta,
matris pa tavlan och tvingat eleverna att skriva
av den isitt riknehifte.

plus minus
plus plus (+) minus (-)
minus minus (-) plus (+)

Efterat har jag upprepat mantrat fran liromed-
let minus gdnger minus och sa vidare.

Oftast har dessa tva knep fungerat viildigt
bra. Savil Samuraj-matte som plus-och-minus-
matrisen fyller sina syften i hog utstrickning
och eleverna kan med hjilp av dessa verktyg
(om man nu kan kalla dem det) 16sa liromed-
lets kluriga problem och det kommande pro-
vets uppgifter.

Och sé fragar nagon varfor

Allt skulle vara s bra om det inte med jimna
mellanrum dyker upp nigon elev som fragar
Varfor? Varfor forvandlas tvd subtraktions-
tecken till ett additionstecken? Jag har haft
elever som verkligen trott att de tva strecken
(tecknen for subtraktion) tillsammans bildar
ett additionstecken. Det dr smarta elever — de
har verkligen studerat sin lirare dd denne s
tydligt lagt armarna i kors.

Men, det finns nigonting djupt otillfreds-
stillande med dessa knep och knip som vi
lirare tar till. Vi vill ju att eleverna ska lyckas
klara sina matteprov, sirskilt det nationella.
Fast man kan verkligen friga sig om jag inte
gor dem en bjorntjinst med mina knep. Det iir
knappast matematisk kunskap jag férmedlar.

Detta handlar om forstielse for grundlig-
gande begrepp. Vad gér man egentligen di man
subtraherar? Frigar vi en elev pd hogstadiet om
vad begreppet minus innebir och hur man rik-
nar med minus s3 far vii allt {6r minga fall sva-
ret att man "tar bort” det ir inte ofta man fir
hora att det ir skillnad man beriknar. Frigar
man vad subtraktion innebir far man kanske
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inget svar alls. Detta dr mirkligt eftersom det
i manga klassrum och liromedel pa lagstadiet
gors tydligt att

term — term = differens (skillnad).

Nigonstans pd vigen genom grundskolans
matematikundervisning tynar “skillnad” bort
till blott en skugga och "ta bort” stir kvar som
enda tillitna tolkning. Problemet ir bara att
subtraktion kan tolkas pa mer in ett siitt.

Samma ord for tva helt olika saker

Nir vi introducerar negativa tal for elever sam-
tidigt som de inte fullt ut férstar begreppet sub-
traktion, och dessutom anviinder samma ord
for att benimna riknesittet och det negativa
talet, dr det upplagt for missforstand. Antag att
det infor dagens genomging pé tavlan stir

5-(2)=?

Jag dr ganska siker pa att liraren i minga klass-
rum siger fem minus minus tvd. S lit det i alla
fall i mitt eget klassrum tills fér nigra ar sedan.
Ibland kan det bli aterfall, saint hinder, men jag
forsoker bittra mig. Om samma uppgift istillet
skrivs pa tavlan utanfor Sveriges grinser, skulle
en engelsktalande lirare troligtvis siga nigon-
ting i stil med: five minus negative two och en
norsk lirare skulle ha sagt fem minus negativ ro.

Varfor bestimmer vi inte bara hiir och nu att
vi fortsittningsvis aldrig mer siger "minus 2”
utan i stillet anviinder det mer korrekta "nega-
tiv 2”, dd dr vi schyssta mot véra elever.

Subtraktion med negativa tal

For att vara mer tillmoétesgiende mot “de
varfor-frigande eleverna” brukar jag nu for
tiden ligga lektionstid pa att skapa forstaelse
kring subtraktion dven om de faktiskt gir pa
hogstadiet. Ett exempel:

5-2=3

Denna uppgift kan si klart ses som vad som blir
kvar da vi tar bort 2 frdn 5. Observera att dé vi
forklarar det pa detta vis vinder vi ordningen
pasiffrorna, ”5-2” tolkas som "2 frdn 5”.
Samma utrikning kan tolkas som skillnaden
mellan 2 och 5. Befinner man sig pa 2 pa tallin-
jen och ska till 5 behdver man tre positiva tal,
eller g tre stegi positiv riktning pa tallinjen.
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Sedan vinder jag pa problemet.
2-5=(-3)

Vi kan fortfarande tinka "ta bort 5 frin 2” och
vi far en slags skuld, (-3). Men vi kan ocksa
tinka oss tallinjen dér vi stir pa 5 och ska till
2,da behover vi tre negativa tal (-3), eller ga tre
steg i negativ riktning pa tallinjen. Skillnaden
4r (-3). Nir vi nu gir vidare med

5-(-2)=7

sa fungerar inte "ta bort-tinket” lingre, det blir
liksom inte intuitivt, och det beror s klart pa
att det dr svart att konkret visualisera ett nega-
tivt tal. Termometrar kan forvisso vara ett sitt,
vi kan kiinna med var hud att -5 grader Celsius
ir varmare in -25 grader Celsius.

Men hur ska man konkret visa fér en elev att
det ligger (-2) pennor pé binken? Och lyckas
man med det konststycket, hur visar man da
hur det ser ut om dir istillet ligger (-3) pen-
nor? O pennor pa binken fungerar fint eftersom
noll dr ett naturligt tal. De negativa talen rik-
nas inte till de naturliga talen utan ir en del av
de hela talen dir ocksa de naturliga talen ingar.
Detta behover vi prata om i klassrummet. For
att forstd

5-(-2)=7

kan vi tinka att vi stdr pd (-2) pa tallinjen
och ska till 5. D4 behover vi sju positiva tal,
eller ga sju steg i positiv riktning pé tallinjen.
Skillnaden dr 7.
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P4 liknande sitt kan vi forklara

(-3)-(2)=(3).

Att ta bort ett negativt tal ir inte intuitivt utan
vi maste anvinda tallinjen. Om du star pa (-2)
och ska till (-5) behdver du tre negativa tal,
eller gd tre steg i negativ riktning pa tallinjen.
Skillnaden ir (-3).
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Om vi haller kvar vid samma tankesitt blir det
uppenbart att

(-5)-(-5)=0.

Skillnaden mellan ett tal och sig sjilvt dr s klart
noll, ndgot som blir uppenbart p4 tallinjen.

Kommutativa lagen

Nir fragan varfor ger minus ganger minus plus
kommer har jag stora problem med att hitta
nigot sitt att visualisera detta for mina elever.
Har hort manga forklaringar om skulder som
tas bort och vattendunkar som tdms, men
jag har aldrig lyckats fa ihop det i mitt huvud,
alltsa — jag har inget bra sitt att visa detta pa.
Aterigen si bottnar det antagligen i proble-
met med att konkret pévisa ett negativt tal.
Har man dessutom introducerat eleverna for
multiplikation som upprepad addition sé far vi
snabbt problem, men i borjan dr det enkelt

2:(-3)=(-3)+(-3)=(-6).
Multiplikation kan ju ses upprepad addition
och om Muhammed ldnar 3 kronor av Lisa tva
dagarirad s iir han skyldig henne 6 kronor, litt
att forstd. Vinder vi pa det hela och skriver

(-3)-2=(-6)
blir det svarare att forklara. Man skulle kunna
dra en 16gn och siiga att man tar talet 2 minus 3
ginger: -2, - 2, - 2 och drar en vals om upprepad
subtraktion, men di ljuger vi som sagt. Eller ...?

For att slippa ljuga ir det nog bist att ta till
den kommutativa lagen, xy=y-x. Den kiinner
eleverna till och det iir inget konstigt med den.
Alltsd, i vart fall

2-(:3)=(-3)-2.

Men den kommutativa lagen ir inte mycket till
hjilp for att sedan forklara varfor

(-3):(-2)=6.

Hir verkar det som jag i alla fall maste ta fram
mina knep i form av matriser eller annat som
minus ganger minus ger plus ... Eller kan jag
slippa detta monotona och hogst tvivelaktiga
mantra?

Distributiva lagen

Det bista sittet att forklara detta enligt mig,
och den kunskap jag har idag, ir att anviinda sig
av den distributiva lagen:

a(b+c)=a-b+a-c
a-(b-c)=a-b-a-c.

Denna lag praktiserar eleverna en hel del i
algebraavsnitten i hogstadiets liromedel och
de ir dirfor ritt si bekanta med denna typ av
berikningar.

Jag skulle ocks3 vilja pasta att alla elever kan
nollans tabell. Det finns inte sd mycket att siiga
om den, tar man nagonting noll ginger s har
man ingenting,.

2-0=0

Den distributiva lagen ger da
2-(3-3)=0eftersom 3-3 som bekant iir O
2-3=6(sa klart)

och for att allt ska bli noll miste
2:(-3)=(-6)
2+(3-3)=2-3+2-(-3)=6+(-6)=6-6
6-6=0

Nu var det ju egentligen inget problem att visa att
2:(-3)=(-6),

det gick ju bra med att tinka som adderade
skulder och sedan anvinda den kommutativa
lagen for det omvinda exemplet. Problemet var

(-2):(-3)=6

men anvinder visamma taktik igen gar det bittre.
(-2):0=0

och did maste
2+(3-3)=0
(-2)-3=(-6) (vet vinu)

och dd mastei sin tur
(-2):(-3)=6

annars far vi inte produkten 0.
-2+(3-3)=(-2)'3+(-2)*(-3)=(-6)+6
(-6)+6=0

Hir visas dd att(-2)+(-3) =6

men dven att
(-2)-3=(-6).

Vi behover alltsd inte anvinda den kommuta-
tiva lagen for detta fall.
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P4 webben har KhanAcademy en video
som forklarar detta pa ett bra sitt: wwwkha-
nacademy.org/math/pre-algebra/negatives-abso-
lute-value-pre-alg/mult-div-negatives-pre-alg/v/
why-a-negative-times-a-negative-is-a-positive.

Division med negativa tal

D4 det kommer till division med negativa tal
har jag alltid kommit undan med min plus-
och-minus-matris for jag passar si klart pa att
informera eleverna om att matrisen fungerar pa
samma siitt for division som fér multiplikation.
Sa niir de kommer till uppgifterna med division
med negativa tal sd ber jag dem sld upp sidan i
riknehiftet dir de skrev ner matrisen.

I de fall jag nu tvingas till en foérklaring av
detta (har inte hiint ofta) s anvinder jag mig av
sambandet mellan multiplikation och division.
Vi vet vid det hir laget att

3-(:2)= (-6).
Da maste
(:2)=(-6)/3 0ch3=(-6)/(-2).
Vivet ocksa att
(3)-(2)=6
och da maste ocksa
(-3)=6/(-2).

Om nigon lisare har nigot annat sitt si far
denne hemskt girna hora av sig till mig, jag ir
uppriktigt nyfiken.

Val anvand tid?

Man kan ju friga sig om det ir viirt att gd ige-
nom allt detta med eleverna. Har man verktyg
som matriser och Samuraj-matte s fixar elev-
erna allt som beror negativa tal i ik 7-9. De
flesta elever vill ju ind4 bara fi en metod si de
klarar provet.

Jag tror sd klart att det dr virt besviret,
annars skulle jag inte ha skrivit detta. Vi har
linge hort om nedsliende PISA-resultat och
kanske ligger en del av forklaringen i att vi ofta
later forstaelsen for matematik hamna i andra
rummet da vi undervisar i imnet. [ ett liro-
medel som jag bliddrade i for ett tag sedan for-
klarades hur man omvandlade km/h till m/s.

Den forklaring som gavs var "dela med 3,6”. Nu
var det ett liromedel med nagra dr pa nacken,
men inda frin den hir sidan av millenieskif-
tet. En elev med god férmaga att minnas saker
utantill har s3 klart mycket glidje av ett saidant
enkelt verktyg, men inte ir det mycket till
forklaring.

Vad sager forskningen?

I skollagen star att Utbildningen ska vila pd
vetenskaplig grund och beprivad erfarenhet.
Finns det da beligg for att satsa pa forstaelse i
matematikundervisningen? Har nigon fors-
kare tinkt kring detta? Ja det finns det s klart,
hir dr nigra som jag sjilv tycker gor det bra.

Martin Ingvar och Gunilla Eldh ger stod i
sin bok Hjérnkoll pd skolan. Bo Johansson har
skrivit en hel del kring begreppet subtraktion
i sin bok Varfor dr subtraktion sd svdrt? och
Lisen Higgblom foresprikar i Med matema-
tiska formdgor som kompass tydligt forstael-
sen framfor firdiga metoder for att utveckla de
matematiska formagorna.

Men s var det hir med "beprovad erfa-
renhet” — och den foresprakar Samuraj-matte.
Eller...?

Bjorn Enare
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