Hakan Lennerstad

Att kda

Att sta i en kassakd kan vara en pldgsam leda i vantan pd ndgot mycket
atratt, exempelvis biljett till en lange emotsedd konsert. Men & man som
artikelforfattaren har intresserad av matematik kan vantan bli mindre trist.
Dessutom kanske det gar att ta reda pa nagot om kdernas matematik.

fléick, ja, ldt oss std i ko, ja ldt oss std och viinta. Sjilv fick jag nyligen sta

i ko tre och en halv timme for att kdpa en biljett, varav en och en halv
timme utomhus i isande snalblast. Man ger sig viil inte nir man viil har stillt sig
ikon? Jag fordrev tiden med att fundera pa frigan: Om man vill std i ké sd kort
tid som majligt for att kopa en biljett, nér bor man stdlla sig i kon?

l l asse och Tage sjong en ging i sin Kosang: Kom, ldt oss std pd samma

Avgorande storheter

Det visar sig att svaret pa fragan beror pa tvd hastigheter. Den ena iir kdhastig-
heten (eller kdintensiteten), d vs hur manga nya kdande som stiiller sig i kon per
minut. Den andra ir kassahastigheten som dr hur manga kunder som biljett-
kassan avverkar per minut.

Om kassahastigheten hela tiden ir storre in kohastigheten sd krymper kon
stindigt fran det att kassan 6ppnar. D4 fir man kortast kotid om man stiiller sig
ikon justinnan kassan stinger. Eller, forstas, si snart kons lingd har blivitnoll. T
detta falliir detinte nigon vidare braidé att stiillasig i kon innan kassan dppnar.
Om diremot kohastigheten ibland ir storre dn kassahastigheten ir det viktigt
att anlinda innan en eventuell stark tillstromning av kdare. Grinsen gir nir
kassahastigheten ir lika med kohastigheten. Allt beror pa hur kon viixer till,
minut fér minut.
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Sa lite matematik

Sig att kassan dppnar vid tidpunkten 0. Antag att kohastigheten vid tidpunk-
ten x ir f{x). Formodligen ir f(x) ofta stor vid x=0, niir kassan &ppnar, och en
stund direfter. Vi antar dock ingenting sddant. Det ir en funktion som inte
kan vara negativ och ofta strikt positiv bide for x <0 och x> 0.

Antag nu att du kommer innan kassan &ppnat. Du kommer vid tidpunkt ¢,
dirt<0.D4maste du dtminstone Vanta rminuter tills kassan dppnar. Hur lang
ir kon nir du anlinder? Jo, totalt har f f(z)dx personer kommit. Med inte-
gralen ligger vi ihop alla kéande som kommit fram till tiden £

Men det viktiga dr ju hur linge man fir vinta. Lat oss beteckna denna
t1d med V(t). Du far vinta -t minuter plus den tid det tar att expediera de
f f(x)dx personerna som ir fore dig.

Om vi betecknar kassahastigheten med k, si ir denna tid f f(z)dx/E.
Alltsd antalet personer dividerat med hastlgheten somde expedleras i kassan.

SaV(t) = —t+ [*__ f(x)dz/k. Nirir dennaminimal? Jo,da V’(§) = 0.
Deriverar vi [ ioo f(x)dx med avseende pa tfar vif(r). SA V(1)) = - 1+ f(1)/k

som dr noll da — 1 +/(t)/k = 0, dvs d4 f(t) = k. Denna siiger att vi har minimum for
den tidpunkt t dd kohastigheten ir lika med kassahastigheten.

Om du kommer efter att kassan Gppnar

Vad hinder om man kommer efter att kassan har §ppnat? Da dr alltsdt>0.Om
t>0s4 har vi kvar ffoo f(x)dx — kt personer i kon vid tiden t, eftersom kt per-
soner blev expidierade medan du var pé viig till kon.

Sa blir det din tur efter f f(x)dx — kt) /k minuter, dterigen anta-
let personer som star i kon d1v1derat med kassahastlgheten Aven hir ir
V(t)=—t+ f f(x)dx /K1 Vi fir samma villkor: kohastigheten #r lika med
kassahastlgheten

Derivatan satt till noll ger inte allt

Men villkoret V'(t) = O ger inte alla mjliga minima. Villkoret kan forstés dven
ge maxima, beroende pd hur f(x) ser ut. Undvik dem! Och vi kan ha andra
minima. Det kan varaniir kon iir tom och niir kassan stinger. Hiir ir ett exempel.

I figuren pa niista sida ir den nedre heldragna linjen f(x) kohastigheten i
nigontidsenhetx.Idettafallirkohastighetenstorstnirkassandppnarochavtar
sedan snabbt. Den nedre streckade linjen ir kassahastigheten, som hir fir min-
dre in kohastigheten da x dr mellan -1 och 1. Den 6vre streckade linjen ir kons
lingd vid varje tidpunkt. Den 6vre heldragna ir den kanske mest intressanta,
vintetidenommanstillersigikon vid tidenx. Den harett minimumstraxinnan
kassan dppnar. Det dr, som viintat, just nir k- och kassahastigheterna ir lika.
Om kassan stinger senare iin tre tidsenheter efter att den har &ppnat sa fir man
i detta fall kortare viintetid om man kommer just innan kassan stinger.
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Utommatematisk sammanfattning

Man bor alltsa forsoka gissa nir folk anlinder, dvs efter vilken kurva. Men dinnu
svarare dr nog att gissa hur ling tid det tar i biljettkassan. Det kan exempelvis
bero p4 hur manga kassor man valt att §ppna, vad som ska goras for varje per-
son, hur kassans datorsystem fungerar, om det ir en kassa personalen har erfa-
renhet av ... Om biljetterna riskerar att ta slut iir frigan annorlunda. D4 iir det
dnnu viktigare att gissa hur folk anlinder.

Vad ar da utbytet?

En exakt berikning med en funktion, som kanske inte ir sirskilt realistisk, gor
ind4 att man far en kiinsla for vad som pagar. Det dr en kunskap som ir svar
att specificera och testa, men som jag menar ir en stor del av poingen med
matematiska undersokningar. Det ir en idémissig matematisk kunskap som ir
annorlunda in den berikningsbara, men ofta underskattad. Vir intuition kan
forindras och utvecklas mycket. Det blir léittare att bedima vad som dir relevant
utan att gora ndagon matematisk kalkyl. I alla fall inte varje ging. Detta under
forutsittning att man forstar kalkylen. Annumer kan man fa ut av den om man
far mojlighet att diskutera dess f6r- och nackdelar.

P.S.

Vilken biljett vintade jag pa? Ja, det var egentligen ingen biljett, det var ett
arskort pa ett nytt gym som dppnade tvirs dver gatan frain min bostad. Det
mest positiva var att ingen av de vintande triningshungriga i kon tycktes
forlora humoret av detta utdragna vintande. De kanske 16ste andra angeligna
problem under tiden. L
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