Pal-Erik Eidsvig

Forstaelse for konens volymformel

For att elever inte bara ska memorera matematiska formler utantill behover de
fa forstaelse for varfor formler ser ut som de gor. Har visar forfattaren hur han
genom att utgd fran konkret material ger eleverna mojlighet att resonera om
och f& en djupare forstaelse for konens volymformel.

kan 6ka elevers forstielse for konens volymformel. Jag beskriver en

modell som kan ses som ett bidrag till fordjupat lirande i matema-
tik och som kan 6ka forstielsen inom algebra, geometri och programmering.
Jag testade modellen p4 en 60-minuterslektion i en dttondeklass. Eleverna fick
uppleva att ett matematiskt uttryck kan beriknas numeriskt med hjilp av pro-
grammering. Detta ir ndgot de ofta kommer att méta i verkligheten.

P ] ilet med denna artikel dr att ge ett forslag pa en arbetsging som

Konstruktion av en specifik konmodell

For att komma fram till formeln for volymen pa en kon med en cirkulir bas som
visas i figur la tittar vi forst pa en forenkling. Forenklingen innebir att model-
len dr uppdelad i cirkulira skivor med samma tjocklek men med olika diamet-
rar som i figurerna 1b och 1c.

Figur la Figur Ib Figur Ic

Tillsammans tittar vi dven pa ett tviirsnitt av modellen dir diametern pa den
nedersta skivan ir 14. Jag villjer att dela denna diameter i 7 lika linga lingder.
Varije del far da lingden 2, se figur 2b. For varje ny platta som vi ligger pa mins-
kas diametern med 2, se figur 2c. Diametern pa den nist nedersta skivan blir
silunda 12, den tredje skivan nerifran fir diametern 10. Detta monster uppre-
pas hela viigen upp till den dversta skivan som d4 har diametern 2. Den kon-
stanta minskningen av diametern pa varje skiva illustreras av den rita linjen
som visasi figur 2b och figur 2c.
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Figur 2a
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Figur 2b Figur 2¢

For att hitta den totala volymen i modellen beriknar vi volymen for varje cir-
kulir skiva och summerar volymen for var och en. Trivirkets tjocklek dr 1,8 och
ir densamma for alla skivor. Volymen pa den dversta och nist versta skivan
kommer d4 att vara:

V. =m-r*h=n-1>18=570chV

dverst nist overst

=m-r-h=m-2"-18=226.
En summering av volymen pa de sju cirkuliira skivorna ger:
Vi =57+22,6+50,9+90,5+141,4+203,6 +2771=791,8

Nir vi anvinder formeln for volymen pa en kon med basarea B som ges av

:%medr:Zh:l,8~7:12,6férvi
Bh  n 7126

y=Lh = 646,5

3

och konstaterar att beriikningarna ger olika svar. Konmodellens volym har gett
for stor volym i férhillande till anvindningen av formeln. For att forbittra till-
vigagingssittet delar vi diametern i 14 lika langa lingder och vi delar dven hoj-
den pa motsvarande siitt. Hojden pa varje skiva dr nu 0,9 och den &vre skivans
diameter dr 1 som i figur 3a. Vi beriknar den totala volymen pé de 14 runda ski-
vorna och fir

v

o =07+28+64+..+1385=7174.
Genom att dela konen i 14 skivor har vi kommit nirmare den faktiska volymen
pa 646,5. Att dela upp konen i fler och tunnare skivor innebiir att vi nirmar oss

den faktiska volymen.

Konstruktion av en generell konmodell

For att konstruera en generell modell {6r volymen av en cirkulir kon leder jag
ocksa hiir in elevernas tankar till att sitta ihop cirkulira skivor. Jag kallar dia-
metern lingst ner pi konmodellen fér D och viljer att dela diametern i n delar.
Lingden pa diametern pa bottenplattan bestar dd av lingderna D/n, se figur 3b.
Jag viljer ocksa att dela hdjden i n-delar s att hojden pé varje skiva blir h/n.
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Figur 3a Figur 3b

Figur 3a visar diametern p& den nedersta cirkelskivan uppdelad i 14 lika linga
lingder. Figur 3b visar en allmin modell av en kon diir diametern och héjden
ir uppdelade i n lika delar. For att hitta konens totala volym summerar vi voly-
men for varje enskild skiva. Arean for den cirkulira skivan ir 7v-#* dir r=D/2
och skivans hojd ir lika med h/n.

Volymen pa den dversta skivan kan nu uttryckas med D, n och h. Eftersom
skivans diameter ir D/ n blir skivans radie r=(D/n)/2=D/ 2n.

Volymen pa den dversta skivan kan nu skrivas som:

2
V=nr*h=n (Q> <ﬁ>
2n n

Allt eftersom vi ror oss nerdt fir varje skiva en diameter som iir D/ n storre in
skivan ovan. Diametern pd den niist dversta skivan blir siledes D/n+D/n=
2D/n. Vi finner skivans radie genom att dela diametern med 2 och far
r=2D/2n.

Volymen pa den nist dversta skivan kan nu skrivas som:

2
V:mz-h:n<2> <ﬁ>
2n n

For att hitta konens totala volym ligger jag samman volymen pa skivorna fran
toppen till botten.

(V) ()2 ()
(22 ()

Jag faktoriserar och far:
2
V=T <Q> <ﬁ > (12+22+ 3 +...+n?)
2n n
Jagersitter D med 2r och forkortar. Detta ger
P+224+ 3 +...+n?
v n~rz'h-( +22+ 3 +...+n?) )

total n3
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Brikuttrycket i den allminna formeln i (+) kan beriiknas med simuleringar. Jag

liter eleverna anviinda tva olika program, dels det textbaserade programmet

Python, dels det blockbaserade programmet Scratch, se nedan. Bida program-

men simulerar att brikuttrycket i (x) gir mot 1/3 niir n gir mot oindligheten.
Konens volym kan nu skrivas som:

_wrth
3

v

Simulering med Python och Scratch

Forst forklarar jag variabeln kvadratsum som senare blir summan av kvadra-
terna av de naturliga talen upp till n. Sedan gor jag en inmatning si att man kan
vilja n i formeln pa nytt varje ging programmet kors. Jag gor en loop som gar
igenom alla heltal frin 1 och upp till det valda talet. Nir i har blivit stérre in n
avbryts loopen. Jag dividerar detta med n® si som det sista uttrycket visar. Nir
olika virden for n matas in ges foljande resultat:

kvadratsum=0 | " (1+2°43+...+n)
i=1 n
n=int(input(' n= ')) ! 10
5 0,44
Whilg 1 <= m: 100 0,33835
kvadratsun-kvadratsum + 1%1 10000000 0,333333383333335
1=1+1
svar=kvadratsum/n**3
print(svar)
ok =t @) Nir vi klickar pa flaggan startar pro-

grammet som riknar ut virdet pa
uttrycket (1°+2°43%+...+n%)/n’) for
ettvaltn.

satt namnare v il o

satt summa téljare v till o

satt  figurnummer v till°

fraga och vanta

repetera svar

Vi gor en loop som upp-
repas for varje figur-
tank (e sigumummer i () sokunder nummer fran 1 till n. For
varje nytt figurnummer
beriknas summan i tilja-

summatéljare v till summataljare + figumummer * figurnummer

namnare v till figurnummer *  figurnummer * figurnummer ren genom att figurnum—

ret kvadreras och adde-
uttryck v till summatiljare / namnare . - .
ras. Tillhérande nimnare

tank sammanfoga uttryck i@sekunder beréknas OCh dﬁrefter

&ndra_figumummer »  med (@) virdet pa hela uttrycket.

sag sammanfuga sammanfoga svar EEGERIGLEN  blir uttryckets varde ungefar uttryck




Utvardering av lektionen

Resultat frin en anonym utvirdering av lektionen visar att knappt 60 % av elev-
erna forstod konmodellens struktur i hog eller mycket hog grad. Cirka 75%
instimde i uttalandet ”programmering var viktigt for att ni formeln”. Cirka
70% av eleverna angav att de hade fatt en bittre forstaelse for varfor man delar
med 3 i formeln. Dessutom tyckte en stor del av klassen att de har fatt ett for-
djupat lirande om dmnet volym. Knappt 60 % forstod programmet i Python i
hog eller mycket hog grad, cirka 25% forstod det i lag grad och resten i mycket
lag grad.

P4 frigan om vad som var bra nimnde flera att de lirt sig nigot nytt, att lek-
tionen var intressant, eller att de forstod varfér formeln ser ut som den gor. “Jag
forstod pi bittre och hur man beriiknar volymen pa en cirkel och kon.”

Om jag tittar pa elevernas forslag pa vad jag kunde ha gjort annorlunda sa
framstar tidsaspekten som viktig. Cirka 25% svarade att jag kunde ha gitt lite
langsammare fram. En elev skrev: "Jag tror inte att han kunde forklara nagot
annorlunda. Men det hade varit trevligt om vi hade haft lite mer tid, s vi fick
arbetamer och diskutera det tillsammansi grupp”. En annan elev efterlyste fler
fortydliganden: "Mer ingdende forklaringar av hur och varfér du gjorde saker
och ting."

Avslutande kommentarer

Lektionen som beskrivs i den hiir artikeln genomfordes under en begrinsad
tidsram. Till nista ging kommer jag att gora nigra indringar i arbetsgingen
och genomfora den under betydligt lingre tid. Eleverna ska gruppvis fa bygga
koner med samma dimensioner men med tva olika skivstorlekar.

S smaningom kommer eleverna att kunna utforska uttrycket i ekvation (x)
utan att anvinda Python och berikna uttrycket fér n-virden upp till 10. Detta
arbete kan motivera dem att hitta en mer effektiv metod for att géra beriik-
ningarna nir n 6kar. Under arbetet ska de fa hjilpfragor frain mig.

I klassen var det relativt fi som hade erfarenhet av programmering, men
redan efter en halvtimme med textbaserad programmering forstod en del hur
programmet var strukturerat. Ska jag lyfta fram nigra erfarenheter sd iir det att
ménga elever tyckte att det hiir var spinnande och att de lirde sig nigot nytt.
Naturligtvis spelar tiden en viktig roll for hur mycket eleverna kan behirska
efter bara en timme. Hade eleverna haft mer tid {or att utforska programmet
och strukturen, hade sikert innu fler kiint att de behirskade det.

Om vi kan vixla mellan textbaserad och blockbaserad programmering
kommer formodligen fler elever att kunna ta itu med liknande problem pa
ett systematiskt sitt. Jag har dirfor skapat ett program i Scratch som simule-
rar detsamma som programmet i Python och kontinuerligt visar vad briken
gir mot nir leden summeras lings vigen till det givna n-virdet. I detta sam-
manhang kan programmet ge oss lirare mojligheter att differentiera undervis-
ningen dnnu mer, vilket leder till att lektionerna blir mer utforskande.

LANKAR

scratch.mit.edu/projects/473754431

scratch.mit.edu/projects/479497867 H
En kommentar till ldnkarna finns pd Namnaren pa natet. )
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