David Taub

Omkrets och area

Det ar inte ovanligt med missuppfattningar kopplade till begreppen omkrets
och area. | denna artikel ges forslag pa hur larare kan resonera tillsammans
med eleverna om forhallanden mellan de bada begreppen sa att de kan fa en
djupare forstaelse for dem.

vande grundskollirare handlar om kopplingen mellan omkrets och area.
Aven om det ir minst lika vanligt med problem att halla isir de bida
begreppen kommer denna artikel inte att handla om just det.

Jag insdg nyligen att jag nu har undervisat "enklare” matematik sé linge att
jag sjilv har borjat missa djupare insikter och idéer som kan dyka upp i annars
till synes enkla matematiska problem. Det jag vill dela med mig av hiir ir nigra
frdgor som ror vanliga missférstind men som ocksd innehaller mer djup in man
forst kan tro.

Ett av de mer aterkommande missforstinden bland bade elever och bli-

Betyder langre omkrets storre area?

Det ir vanligt att elever tror att en lingre omkrets alltid dr kopplat till en storre
area och att niir olika figurer har ssamma omkrets betyder det att de har samma
area. En vanlig konkret aktivitet som méinga lirare anvinder for att forebygga
detta missforstind ir att lita elever visa olika rektanglar med ett hopknutet
rep. Eleverna kan sti i rektanglar de skapar for att fi ett métt pd arean. De upp-
ticker snart att de kan skapa rektanglar med olika areor och inser att d4 det r
samma rep maste de olika stora rektanglarna ha samma omkrets.

Area: 16ae Area: 15ae Area: 12ae
Omkrets: 161e Omkrets: 16 le Omkrets: 16le

Man kan ocksa dndra omkretsen it ena hallet (i féljande exemplet okar den)
och area it det andra (i exemplet minskar den):

| | Slutsats: omkrets och area dr inte
Area: 4ae Area: 2 ae sammankopplade och storre omkrets
Omkrets: 8le Omkrets: 9le betyder inte alltid stirre area.
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Liraren ir ndjd med att ha lyckats reda ut ett vanligt missforstind. Men ir
detta verkligen sant? Hiller alltid slutsatsen? Situationen ir mer komplicerad
och mer intressant in manga kanske tinker pa.

Om du vet omkretsen av en cirkel kan du da rakna ut dess area?

Det gar alltid att gora: 5
omkrets
area=1-|-—5—
2
En cirkel med en storre omkrets har alltid en storre area. Slutsatsen héller
plotsligt inte.

Finns det andra "vanliga” geometriska former som du kan rékna ut arean pa
om du vet omkretsen?

Ja, det gar att gora med exempelvis alla regelbundna manghrningar.

Lite mer komplicerat

Forhallandet mellan omkrets och area borjar bli lite mer komplicerat. Kan vi
hitta innu mer djup i det? Hir dr nagra frigor att fundera 6ver:

1. Omdu har tvd godtyckliga rektanglar, A och B, och vet att omkretsen av A
ir lingre in omkretsen av B, kan du da veta vilken rektangel som har den
storsta arean?

2. Om du har en godtycklig rektangel och en godtycklig cirkel, och
rektangeln har en lingre omkrets 4n cirkeln, kan du dé veta vilken av dem
som har den storsta arean?

3. Omdu har en godtycklig rektangel och en godtycklig cirkel, och cirkeln
har en lingre omkrets éin rektangeln, kan du d veta vilken av dem som har
den storsta arean?

Vihar redan sett iir svaret pa friga 1 ir nej — for just godtyckliga rektanglar inne-
birinte en lingre omkretsalltid en storre area. Frigorna 2 och 3 ir lite mer intres-
santa och hiir kommer vi till en ny niva av forstielse. Hur skulle en elev kunna
svara pa fragorna? Vi kan tinka oss fyra elever pa olika nivaer av forstaelse:

+ enelev med det ursprungliga missforstandet svarar ja pa frigorna 2 och 3:
en lingre omkrets betyder en storre area

4+ enelevsom precis har gittigenom dvningen med rektanglar siger nej till
frigorna 2 och 3: vi kan inte veta nigonting om area utifrin omkretsen

4+ enelevsom har gitt vidare och insett att det ir annorlunda for cirklar siger
ja till fragorna 2 och 3: eftersom vi kan rikna ut arean av en cirkel frin
omkretsen

4+ enelevsom har en djupare forstaelse siger att det saknas information hir,
detta kriver en djupare analys.

Vad dr da svaren pi frigorna 2 och 3? Hur skulle vi eller en elev kunna reso-
nera hir? For att reda ut svaren, utan att anvinda allt for mycket algebra,
behover vi nagra viktiga forkunskaper som ir ganska vanliga att de tas upp i
geometriundervisningen.
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Viktig forkunskap 1: Av alla rektanglar med samma omkrets dr en kvadrat den
med strst area.

Det finns manga intressanta sitt att bevisa pastiendet. Jag visar en enkel
metod hir:

+ antaatt vi har en kvadrat med sidolingd x
+ dair omkretsen 4x och arean x?

4+ viindrar nu lingd pa sidorna for att skapa en ny rektangel med samma
omkrets, s om vi minskar tvi sidor med a behdver vi 6ka de andra sidorna
lika mycket

+ dennya rektangeln har da arean (x —a)(x + @) =x” —a’ som méste vara
mindre in x* for alla mojliga virden pa a.

Hur kan vianvinda denna kunskap? Fran detta fljer att om en godtycklig kva-
drat har en lingre omkrets in en godtycklig rektangel méaste den ocksa ha en
storre area. Observera att detta inte fungerar 4t andra hallet: om en godtycklig
rektangel har en lingre omkrets in en godtycklig kvadrat kan vi inte utifran
det veta vilken av dem som har den storsta arean.

Viktig forkunskap 2: Av alla figurer med samma omkrets iir en cirkel den med
storst area.

Jag bevisar inte detta pastaende hiir, men det ir viktig kunskap och har stor
relevans i bide matematik och fysik, som exempelvis varfor bubblor ir sfiriska.
Nu har vi tillrickligt mycket information for att svara pa de tva sista fra-
gorna ovan. Svaret pa friga 2 ir nej, vi kan inte utifran detta veta vilken som
har den storsta arean. Men svaret pa friga 3 ir ja. Vi kan faktiskt veta att om en
cirkel har en storre omkrets iin en rektangel méiste den ocksd ha en storre area.
Det finns mer djup att utforska i frigorna. En intressant foljdfraga ir till
exempel vilken extra information som krivs fér att kunna svara pa friga 1 och
fraga 2. Jag limnar detaljerna till lisaren, men ger lite tips och en borjan hir:
Hur dndras friga 1 om vi ocksa kinner till forhillandet mellan rektanglarnas
sidor? Svaret hir ir att det beror pa. Man maste d dela upp frigan i tva under-
fragor dir man tittar pa vilken rektangel som ir mest "kvadratisk”.
Frin en inledning med att motverka ett vanligt missforstand pa grundlig-
gande skolniva har vi kunnat utveckla mycket djupare och mer intressanta fré-
gor inom geometri.

Fargfiéckar

I NCM:s Stréivor finns tvd aktiviteter som tyd-
ligt belyser samband mellan omkrets och area:
Fiirgflickar och Area med stickor " 2
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