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Begreppet area i skolmatematiken

Fordjupat kunnande och fardighetstrining
med aktiviteter i Geogebra

Forfattarna visar hur begreppet area kan komma till uttryck under elevers
skolgang och hur Geogebra kan anvéndas for att befésta elevernas kunnande.
De inleder med ett par exempel fran ldag- och mellanstadiet och férdjupar
sedan tva aktiviteter for hogstadiet respektive gymnasiet. Geogebra-adresser
till aktiviteterna finns samlade i slutet av artikeln.

matematiken och hur begreppet byter mening nir elever liser allt

mer matematik under sin studietid. Vir mangariga erfarenhet av
matematikundervisning ir att elever kan ha svart att forsta vad begreppet
area star for. Elever kan exempelvis ha problem med att halla isir begrep-
pen area och omkrets.

Area definieras som en storhet som beskriver utstrickningen av en yta
i planet. Men en inte helt ovanlig missuppfattning bland elever ir att de
uppfattar att exempelvis en villatomts area ir densamma som lingden pa
villatomtens omkrets. Elever kan litt koppla begreppet omkrets (= lingd)
till sina egna erfarenheter, medan det tvidimensionella begreppet area ir
betydligt mer komplext.

Vi erbjuder i artikeln forslag pa undervisningsmaterial i Geogebra som
kan ge elever mojlighet att bittre forsté olika aspekter av area. Inledningsvis
gerviforslag pa aktiviteter for elevers firdighetstrining efter att de fatt mota
areabegreppet med hjilp av konkreta aktiviteter och laborativt material.
Direfter koncentrerar vi oss pa en aktivitet som kan vara limplig for hogsta-
diet och slutligen kommer vi in pa area och integraler for gymnasiet.

‘ 7 ivill med denna artikel beskriva hur begreppet area anvinds i skol-

Ldgstadiet

En avstimning mot vad elever kan om area kan finnasi det nationella provet i
arskurs 3. Ett exempel pd en sidan uppgift beskrivsi figur 1. Det handlar om
att jimfora mattbitar och visar om elever {rstar vad storheten area innebir.

Foratt arbeta med innuicke formella areaenheter kan elever anvindaen
Geogebra applet som den i figur 2. Dir ir det tinkt att eleven forst ser att
figur D dr uppmitt med 7 mattenheter for area. Direfter kan eleven miita
hur manga sma kvadrater som gar in i dvriga figurer genom att flytta de fir-
gade kvadraterna pa skirmen och ligga demii figur A, B, Celler E.

NAMNAREN NR1-2022 45



Novas satt Trojs satt

Nova och Troj vill ha en matta som de ska ldgga pa golvet i kojan. De har
fatt 3 mattbitar. De provar pa olika satt.

a) Vilken mening stammer med bilderna? Satt ett kryss.

Novas matta tar storst plats pa golvet, alltsa har storst area. O
Trojs matta tar storst plats, alltsa har storst area. O
Bada mattorna tar lika stor plats, alltsa har lika stor area. O

b) Forklara hur du vet det.

Figur 1. Area presenterad i nationellt prov for drskurs 3.
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Figur 2: Begreppet areaenhet visad i en Geogebra applet.

Undervisning och lirobocker ligger grunden till vad area och omkrets bety-
derredani rskurs 2-3 och efter hand infors enheter, métt och mitning och
eleverna far reflektera 6ver samband mellan omkrets och area. Figur 3 visar
en aktivitet diir area och omkrets pé en rektangel kan undersokas.

Arean = 48 areaenheter
Omkretsen = 28 ldngdenheter

Figur 3: Area och omkrets visad i en Geogebra applet.
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Mellanstadiet
Under arskurserna 4—6 lir sig elever hantera uppgifter av foljande typ:

Eleverna far varsin lika stor kvadrat i papper
att anvanda till bilden av sin drake.

Hur stor area har kvadraten?

Skriv bara svar: cm

Figur 4: Exempel frin Bedomningsexempel NP drskurs 6 2013.

Aven en triangel har en area och en omkrets. For att laborera med area och
ombkrets av en triangel anviinder vi Geogebra som verktyg.

Basen-hdjden  12-5
T T2

5 =30

Area =

Omkrets = 13 + 5 + 12 =30

A=(1.2)

C=(13,3)

Figur 5: Area och omkrets av en triangel.

Hogstadiet

Med Geogebra gir det att visa det mycket viktiga sambandet mellan arean
av en cirkel och dess radie.

Omkretsen = 2-w.r = 2-7-4 = 25.13 lL.e.

Arean = 7-1% = w- 4% = 50.27 a.e.

Diametern
o

Radien

Figur 6: Area och omkrets av en cirkel.
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[ rskurserna 7-9 tillkommer minga nya geometriska figurer med areor som
kan och bor beriiknas, exempelvis parallellogram, romb, parallelltrapets, tri-
angel, cirkel och cirkelsektor (med biglingd). Ett annat namn fér ménghér-
ningar ir polygoner. Enligt definitionen ir en polygon en figur som bestar
av ett antal striickor som hinger ihop i sina indpunkter. Med Geogebra gar
det att berikna arean av en polygon genom att anviinda verktyget polygon.
Figuren blir di dynamisk, det vill siga arean riiknas om nir man omformar
figuren genom att flytta punkterna.

Area av polygonen &r 48

Figur 7: Area av en polygon.

Dessutom expanderas areaskala till volymskala och volymberikningar gors
péritblock, prisma, cylinder (som har bide mantelarea och volym), pyramid,
kon (mantelarea och volym), klot (volym och mantelarea).

En sjos area

Genom att anviinda polygonverktyget i Geogebra gir det att mita arean av
exempelvis sjdar eller andra ytor i vir nirhet. Lat oss mita arean av Skillingesjo
i Varbergs kommun. Forst far vi skaffa en bild av sjon.

S

Figur 8 och 9: Skllingesji i Varbergs kommun och birjan till en modell av den.

Genom att sitta ut punkter runt om Skiillingesjo sa gar det att definiera en
polygon som det ir majligt att miita arean av. Punkterna bor sittas ganska
titt sd att det inte blir for stor avvikelse mellan sjon och polygonen.
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For att kunna mita arean av sjon behover vi en referens, en skala. Vi maste
veta nigot om hur ling sjon egentligen ir. Det gir litt att uppskatta med
Google Maps som ger att bredden av sjon mitt som nedan ir 627 meter. Vi
miter vad Geogebra ger {6r métt pa denna striicka tviirs dver sjon och vi far
mattet 11,862 lingdenheter. Vi far en skala for Geogebras mitverktyg: verk-
ligheten =1: 52,858.

Figur 10: Vi skaffar oss en skala for vir modell av Skdllingesjé i Varbergs kommun.

Arean av polygonen for Skiillingesjo uppskattas till 106,25149. For att fa arean
ska nu detta virde multipliceras med areaskalan som ir (lingdskalan)?, det
vill siga 52,858 -52,858. Vi far arean 296 863,28 m”.

Vi har ocksa via kontakter med stadsbyggnadskontoret i Varberg fatt
information att det gir att berikna arean av Skillingesjo med programmet
QGIS, ett 5ppet och gratis GIS-program som anvinds inom kommunen.
Underlaget, alltsd ytan for sjon, ir himtat frin Lantmiteriet (en delmingd
av Lantmiiteriets produkt fastighetskartan). Areaberikningen ir en inbyggd
funktion i programmet och den beriknade arean ir 304 862 m”.

Figur 11: Uppskattning via programmet QGIS ger arean 304 862 m?.
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Gymnasiet

Begreppet area och areaberikningar tas upp dven i gymnasiets kurser.
Mala och Malb nimns ungefir samma geometriska figurer som i grund-
skolans senare ar.

Area av nagra enkla geometriska figurer

Rektangel
Area=b-h

Triangel

bh
Area=

Parallellogram Parallelltrapets
Area=b-h

Area=

h(a+b)
2

LA

Ciirkel

Area= 71

A
&

Figur 12: Formler for att berikna areor av olika geometriska figurer.

Area under en kurva

I Ma 3 méter eleverna areaberikningar under en kurva och idven arean som
begrinsas mellan tvd kurvor. Vi vill med ett exempel visa hur ir det méjligt
att berikna arean under en kurva och anvinder Geogebra som ett digitalt
hjilpmedel.

Vi skapar férst en mingd av punkter i Geogebra. I forviig har vi bestimt
att dessa punkter kommer att beskriva en avtagande exponentiell funktion.
Genom att markera alla punkter och sedan anvinda kommandot Skapa lista
skapar vi listal som visas i algebrafonstret.

» Algebra

® A=(1.83,8.05)
® B =(2.27,7.05)
® C=(238,6.02)
@ D =(3.83, 5.38)
® E=(4.5,4.16)
® F =(5.74,3.42)
® G =(6.76, 2.54)
@ H=(8.01,1.79)
® 1=(9.29,1.33)
@ J=(10.25, 1.05)
® K=(11.3,0.73)
® L=(12.06,0.7)
® M =(12.96, 0.42)
® N =(13.84,0.3)

f(x) = 13.8-0.77
Area = 27.53

X |~ Graphics
B ——~ v~ a
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® 11 ={(1.83, 8.05), (2.27, 7. 2 .
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Figur 13: Punktmdngd i Geogebras koordinatsystem.
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Sedan anvinder vi regression genom att i inmatningsfiltet skriva
RegressionExp(11) och Geogebra levererar den avtagande exponentiella
funktion som passar bist till punkterna.

%Graphlcs X

v av|a

Figur 14: Punktmdngd och regressionslinje i Geogebra.

Vill vi berikna arean av integralen under kurvan si skriver vi Integral(f,2,10)
iinmatningsfiltet och Geogebra markerar omrddet under kurvaniinterval-
let mellan x=2 och x =10. Geogebra beriknar iven arean av detta omride
som ir 27,53 areaenheter.

» Algebra Xl|+~ Graphics X
® A =(1.83, 8.05) fC~

® B =(2.27,7.05) oly
® C=(28,6.02) f(z) =[13.8/-0.77°
® D =(3.83, 5.38) 8
® E=(45,4.16)
® F=(5.74,3.42) 7
® G =(6.76, 2.54)
® H=(8.01,1.79)
® 1=(9.29, 1.33)
® J=(10.25, 1.05)
® K=(11.3,0.73) 4
® L=(12.06,0.7)
® M= (12.95, 0.42) 3
® N =(13.84,0.3)
® 11 ={(1.83, 8.05), (2.27, 7. 2
@ f(x) = 13.8.0.77
® Area = 27.53

Figur 15: Punktmdngd, regressionslinje och area fir integral i Geogebra.

Area mellan funktioner

Nu vill vi utféra en areaberikning mellan tva funktioner med hjilp av
Geogebra. Forst skapar vi tva funktioner pd sammasitt som beskrivits ovan. Vi
bestimmer att dessa tvi polynomfunktioner ir av grad tre. Denna ging anvin-
der vi kommandot RegressionPoly(<Lista med punkter><Polynomgrad>).
Tredjegradsfunktioner moter en del elever redaniMa2 och de iir frekventai
Ma3. Viska beriikna arean av det skuggade omradet som begriinsas av dessa
tva funktioner och linjerna x =x(A), (dir punkten A ir skirningspunkt mel-
lan dessa tvé funktioner) och x=8.
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g(z) = =0.012*+0.072>+0.1z-2.3

-6
f(z) = 001 2% -0.122%-0.08 2

Figur 16: Punktmdngd, regressionslinjer och arean emellan i Geogebra.

Ett sitt att forklara hur vi beriknar arean av det skuggade omradet ir att
dela in det i rektanglar. Vi gor dven det i Geogebra. Forst skapar vi en hel-
talsglidare som vi kallar n med minsta virde 1 och storsta viirde 40. Sedan
skriver vi i inmatningsfiltet Oversumma(g,x(A),8,n) och direfter
Undersumma(g,x(A),8,n) och Geogebra delar det skuggade omradet
under funktionen g begrinsat med x-axeln i delar, férst i n delar 6verfunk-
tionen goch sedanin delar underfunktionen g Till vinster i algebrafonstret
kan viavlisa virden pa Oversumma och Undersumma.

Pa samma sitt skriver vi Oversumma(f,x(A),8,n) och direfter
Undersumma( f,x(A),8,n). I algebrafonstret fir vi ytterligare tva viirden.
Slutligen kan vi berikna arean av det skuggade omradet som medelvirdet av
Oversumman och Undersumman. Den exakta arean av det skuggade omri-
detkanvi berikna med kommandot IntegralMellan(<Funktion><Funktio
n><Fran><Till>). Viskriveriinmatningsfiltet IntegralMellan(g,fx(A),8)
och sedan jimfor vi resultatet for olika viirden pa n. Se figur 17 forn =12 Jufler
rektanglar vi delar det skuggade omridet i, desto nirmare viirde pa arean far vi.

g(x) = +0.012* +0.07 2% + 0.1 = — 2.3

f@) = 0.012* — 0122 — 0.08F | 4.32

Figur 17: Omrddet mellan tvd funktioner indelad i rektanglar med Geogebra.
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Virdet av integralen kan vara positivt eller negativt. Arean uttrycks med ett
positivt tal, eftersom area ir storleken av ett omrade. I Ma4 fortsiitter elever
att gdra areaberikningar under och mellan trigonometriska funktioner. Till
exempel beriknar de arean mellan funktionen f{x) = sin (x) och g(x) = cos (x)
iintervallet mellan i—fs X< T’I
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Figur 18: Area mellan tvd trigonometriska funktioner.

Elever som liser Ma 4 eller Ma 5 kan dven berikna area av rotationskroppar.
Vi beskrev hur vi skapar rotationskroppar i Geogebra i Nimnaren 2016:1
och 2020:4. Genom att till exempel rotera funktionen f(x)=13,8-0,77* fran
figur 14 kring x-axeln i intervallet 2 <x <10, far vi en rotationskropp. Den har
en innesluten volym och en mantelarea.

Volymen for en rotationskropp ges av [ 'm- f(x)*.
For att berikna mantelarea for rotationskroppen
ovan anvinder vi formeln:

A=2nf" fL)VI+f(x) dx.

For att forsta dessa tva formler méaste elever forsta
formler for arean av en cirkel och Pythagoras sats.
P4 s sitt kan eleverna forstelse av area fullbordas.

Figur 19: Funktion f(x) =13,8-0,77*
roterad kring x-axeln.
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