KANGURU
S SIDAN

Ekvationer i ett sammanhang

Denna artikel har tidigare publicerats i Tangenten nr 4, 2021. Forfattaren Anne-
Gunn Svorkmo arbetar pa det norska matematikcentrat, bland annat med
Kangurutavlingen. Har har en dversattning och viss bearbetning gjorts, till
exempel att elevaldrarna ar anpassade till svenska forhallanden.

problem anvinds tirningar pa ett eller annat sitt, andra har siffer-

kort eller pusselbitar som ett vanligt inslag. Hir ska jag titta nir-
mare pd problem dir vagar ir det som dr lika. Nir det dr en kdksvag pa bilden
fragas ofta om virdet pa ett av foremalen. Problem med balansvig handlar
om vikter i balans, vikter som inte ir i balans eller en blandning av de tva.
Losningen gir att finna genom ett logiskt resonemang utifran vilka foremal
som viger lika, eller vilka som viiger mer eller mindre in andra. Oavsett vad
som efterfragas finns det en gyllene regel i den hiir typen av problem; objekt
med samma form eller firg stir fér samma viirde.

Jag villlyfta fram nigra problemldsningsstrategier som jag tror ir specifika
for den hir typen av uppgifter. Strategin “gissa och prova” finns inte bland
dessa, men jag vill ind4 nimna att strategin kan fungera bra pd minga av de
enklaste problemen. Elever som inte kiinner till den hir sortens problem,
men som har anviint “gissa och préva” som procedur i andra ssmmanhang,
anvinder ofta denna strategi. P4 sa sitt kan manga komma fram till ritt [6s-
ning. Nir den anvinds pi ett systematiskt sitt kan den vara en effektiv stra-
tegi. Den ir generell och kan anvindas pd manga problemldsningsuppgifter,
men hor inte till dem jag skulle kalla specifika fér den typ av problem jag
valt att titta nirmare pa.

Ovningar med vikter eller vagar ir egentligen ekvationer som satts in i
ett sammanhang. Jag kommer att visa ett exempel p4 hur ett av viktproble-
men kan representeras i form av en ekvation. I den hiir artikeln koncentre-
rar jag mig mer pd problemldsningsstrategier, och min tanke ir att elever
fran arskurs 3 och uppat kan arbeta med ekvationer i ett ssmmanhang, utan
att kunna ndgot om ekvationer. Nir eleverna kommer till hogstadiet for att
utvecklasin kompetensiatt kunna skapa, 16sa och forklara ekvationer knutna
till praktiska situationer kan erfarenheter frin problem de tidigare arbetat
med gora det littare f6r dem att se samband och hur dessa kan represente-
ras med ekvationer.

D et finns likheter mellan en del problem i Kiingurutivlingen. I vissa

NAMNAREN NR1-2022 15



Vikter pa en koksvag

I problemen nedan innehéller bilderna nistan all information som behovs
for att komma fram till 1dsningen. Eleverna behover titta noga for att fa infor-
mation som de kan resonera vidare utifrdn. En forsta fraga som kan hjilpa
dem att veta vad de ska titta efter pa bilderna kan vara:

Vad dr likt och vad dr annorlunda?

Genom att granska bildernaiuppgiften far eleverna veta vad som viger lika,
vad som viger mer eller mindre in nigot annat. Sedan ska eleverna sortera
de fakta de har fitt; vissa kan vara viktigare in andra, medan vissa bygger pa
varandra. Det iir ofta i en information som nyckeln till 16sningen ligger och
detir hir de speciella problemldsningsstrategierna kan vara bra att kiinna till.

10 P4 vagarna ligger gra, vita och svarta bollar. Bollar som har samma fiirg

viger lika mycket.
0O 000

Hur mycket viiger en vit boll? ’ .
1

A:3kg B:4kg C:5kg D:6kg E:7kg

Problem frin Ecolier 2021.

Resonemang

Om jag vet hur mycket en gra boll viger sa blir det litt att ta reda pd hur
mycket en vit boll viiger. Jag fir den informationen genom att studera vigen
i mitten. Jag maste gd via en gra boll foér att hitta vikten av en vit boll och en
vit boll finns bara pd mittenvagen.

Den forsta och den sista vigen har ndgot gemensamt, och det dr att pd
béda finns gra och svarta bollar. Skillnaden mellan de tvd vigarna ir en gra
boll och skillnaden ir 4kg, si dd maste en gré boll viiga 4 kg. Jag kan sedan
anvinda denna information for att ta reda pa hur mycket en vit boll pi den
mittersta vigen viger. Tva vita bollar viger totalt 10kg, alltsa Skg styck.

Det beskrivna resonemanget ir en procedur bland manga, och att hitta
skillnaden mellan tva vigar ir en speciell problemldsningsstrategi for sidana
uppgifter. Eleven ska ta reda pa vilka tvd vigar som kan ge anviindbar infor-
mation for jimforelse. Det finns bara tre kombinationsalternativ nir det finns
tre vigar. Den inledande frigan jag nimnde tidigare, vad som iir likt och vad
som ir annorlunda, kan vara till hjilp.

Elever som har 15st problemet (ursprungligen avsett for elever i arskurs 3
och 4), kanske inte ir medvetna om att de har 6st en uppsittning ekvationer
med tre okinda. Problemet kan ocksi representeras som ett ekvationssystem
med tre okiinda och l6sas pd samma siitt som beskrivits ovan:

X+y=6
2z+x=14
2x+y=10
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Vikter pa en balansvag

Jimviktsprincipen och forstielsen av varfor det dr mojligt att subtrahera
eller addera samma tal pa bida sidor om likhetstecknet illustreras ofta med
hjilp av en balansvag. De elever som inte kinner till jamviktsprincipen och
hur den kan anviindasisammanhanget kommer att fi svart att komma iging.
Detta giller siirskilt i problem dir denna strategi ir den mest effektiva och
kanske den enda som kan leda till en 16sning.

24 Pavigarna ligger sexhdrningar ., rektanglar I och trianglar ‘

Vi

A

e\ i

A

Vad ska vi ligga till pa viinstra sidan i den tredje vigen for att det ska

viga jamnt?
A: 1 triangel B: 2 trianglar C: 1sexhorning
D: 1rektangel E: 2 rektanglar

Problem frin Ecolier 2021.

Resonemang

Nyckeln till problemet, som jag ser det, ligger i att hitta exakt det féremal
som kan tas bort pa bida sidorna i vigen.

Jag studerar de tva dversta bilderna dir vigen iri balans, och ser att det pa
den andra bilden finns en triangel pa bade hoger och vinster sida. Jimvikt
uppritthalls dven om triangeln tas bort pa bida sidorna. Da uppticker jag
att en sexhdrning viger lika mycket som fem rektanglar.

Jag kan anvinda denna information pa den dversta vigen och dra slutsat-
sen att tva trianglar viiger lika mycket som sex rektanglar. Om jag halverar
antalet trianglar och antalet rektanglar sa vet jag att en triangel viger lika
mycket som tre rektanglar.

P den nedersta vigen som inte iri balans kan jag se att tre trianglar viiger
mindre in tvd sexhdrningar. Detta beror pi att tre trianglar viiger lika mycket
som nio rektanglar medan tvd sexhdrningar viger lika mycket som tio rek-
tanglar. Den nedersta vigen kommer i balans om jag ligger till en rektangel
pa den vinstra sidan.
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Problemet placerades sist i Ecolier i Kingurutivlingen 2021, eftersom den
anségs utmanande for elever i arskurs 4-5 (vilket motsvarar drskurs 3—4 i
Sverige). Av eleverna som registrerat sina resultat pa den norska webbplat-
sen efter Kingurutivlingen hade 15% av elevernai4:an och 25% av eleverna
i 5:an [6st problemet ritt.

Lika volym — olika flaskor

Vid forsta anblicken liknar nista problem inte ett vigproblem. Det ir ett
annat sammanhang, men har vissa matematiska likheter med de bada vig-
problemen. Eftersom varije hylla innehéller samma miingd ippeljuice kom-
mer vi ocksd hir att kunna anviinda jimviktsprincipen baserad pa volym
med dppeljuice.

Aven detta problem var detsistai tivlingen for den klassen. Av de norska
elever som registrerade resultaten hade 30% av eleverna i 8:an (motsvarar
arskurs 7 i Sverige) valt riitt svarsalternativ. Det dr sillan sd manga som har
svarat ritt pi densista uppgiftenien tivlingsklass. Jag skulle tro att de flesta
eleverna loste problemet med strategin "gissa och prova”, och dd ir det kanske
inte si svart som vi trodde nir ordningen pa problemen bestimdes.

Hur skulle du ha gatt tillviga for att [6sa problemet nedan? Vilken strategi
skulle du anviinda? Los girna problemet sjilv innan du liser vidare.

23 Pavarje hylla pa bilden finns det totalt 64 dl dppeljuice.
Flaskorna finns i tre storlekar: stor, mellan och liten.

Hur manga deciliter rymmer en mellanstor flaska?

68 dabs
hha54 wlelete

A:3dl B:6dl C:8dl D:10dl E:14dl

Problem frin Benjamin 2021 (i den svenska versionen dr det problem 24 och lite
annorlunda formulerat).
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Resonemang

Ett sitt att l6sa problemet ir att halvera antalet flaskor pé en av hyllorna.
Det finns bara en hylla dir det gar att gora utan att behova anvinda halva
flaskor. Tar jag hilften av flaskorna pa nedersta hyllan (det vill siiga tre smd
flaskor och tvd mellanstora flaskor) si vet jag att de innehaller totalt 32 dl
ippeljuice. Samma grupp flaskor finns pd mittenhyllan, och skillnaden mel-
lan innehallet i de tvé hyllorna ir tva stora flaskor som tillsammans maste
innehalla 32 dlippeljuice (64 — 32 =32). Da vet jag att en stor flaska innehal-
ler 16 dl @ippeljuice och jag har fatt fram informationen som leder mig mot
losningen av problemet.

En férdubbling av antalet flaskor kommer att fungera pa samma siitt som
en halvering, men da ir det mittenhyllan jag ska utgd ifran. Fordubblar jag
innehallet pi denna hylla far jag fyra stora flaskor, fyra medelstora och sex smd
flaskor som tillsammans kommer att innehalla 128 dl ippeljuice. Skillnaden
mellan flaskor och miingd juice pd den "dubbla” hyllan och innehéllet pa den
nedre hyllan iir fyra stora flaskor och totalt 64 dl dppeljuice. Utifrin denna
information hittar jag hur mycket dpplejuice det finns i en stor flaska.

Anvandbara strategier for ekvationsldsning

Jag har visat exempel p nigra strategier som jag tycker ir vil limpade for
problemldsning dir ekvationer satta i ett ssmmanhang ir inblandade pa
ett eller annat sitt. Jamforelsestrategin, som beskrivs i det forsta exemplet,
innebir att dra fordel av att nigot dr nistan exakt lika. Den lilla skillnaden
det handlar om hir ger viktig information som kan anviindas vidare i pro-
blemet. Nir elever pa hogstadiet ska losa ekvationssystem kan de anvinda
denna strategi genom att subtrahera en ekvation frin en annan.

Hogstadieelever har iven stor nytta av strategier som bygger pa jamvikts-
principen, dir samma féremal kan tas bort frin bida sidorna pa en balansvag.
Om jag jimfor med algebraiska uttryck gor jag samma sak nir jag subtrahe-
rar lika mycket pa bada sidor om likhetstecknet.

Halvering—dubbleringsstrategin iir kanske den minst anvinda strategin
av de tre bland problemen frain Kingurutivlingen.

Ekvationssystem

Problemen som presenterats hir kan ocksé lésas som ett ekvationssystem
med tre obekanta. Att gora uppgifter dir detta sker i en vardaglig kontext
kan leda till att 6vergdngen till en rent algebraisk l16sning blir mer begriplig
for eleverna. Problemen uppmuntrar till logiskt tinkande och logiska reso-
nemang och ir i den bemirkelsen en undervisningsresurs for arbete med
matematiska resonemang. Senare, niir eleverna ska arbeta med algebra, kan
sddana problem fungera som en bro mellan logiska strategier och mer for-
mella representationer. Nir eleverna arbetar med ekvationer i vardagliga
sammanhang maste de utforma sina egna resonemang utifrin den informa-
tion de hittar genom att studera bilderna i uppgiften.
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Resonemang i klassrummet

En presentation i klassrummet innebir att eleverna ska férsoka forstd andra
elevers resonemang och sedan jimfora dem med sina egna. Resonemang och
argumentation ir ett kirninnehéll i den norska liroplanen och beskrivs pa
foljande siitt:

Resonemang handlar om att kunna folja, utvirdera och forsti
matematiska tankegdngar.

Vidare bor eleverna uppmuntras att argumentera for sina resonemang for att
bevisa att de har ritt. Resonemanget i samband med denna typ av problem
kan vara bide langa och komplexa och resonemangskompetens ir nagot
eleverna miste utveckla over tid.

Ett extra problem

For att visa mangfalden bland problemen i Kingurutivlingen tar jag med
ytterligare ett liknande exempel.

18 Vi har fem kulor. De viiger 30 g,50 g, 50 g,50 g och 80 g.

LB D\
[CXD)
Vilken kula viger 30 g?
A A B:B C.C D:D E:E

Problem frin Benjamin 2018.

Anne-Gunn Svorkmo

Fler och enklare problem av den hir typen finns pa
matematikksenteret.no/kenguru och matematikk.org/julekalender

Motsvarande problem p4 svenska finns pa
ncm.gu.se/kanguru och ncm.gu.se/adventsproblem
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