Lasse Berglund

Fina sma kvadrater

Forfattaren filosoferar ver minirdknarens roll i dagens matematikundervisning.
Aven om den har varit en stor tillgdng under snart 50 ar gér den ocksa tyvarr
en del raknefel ibland, vilket han har ger exempel pa.

men for en gammal trotjinare att limna plats fér nigot modernare —

jag talar om miniriknaren. D4 den har varit med ossi vitt som i torrt
och visat bade styrka och svaghet, foljer hir nigra rader som tar sin utgings-
punkt i denna maskin.

I i fter att ha tjéinat oss i snart ett halvt sekel, ir nu tiden troligen kom-

Minimering utan derivering

Varje Matematik 2-elev vet(1) vad riknarens LinReg-funktion ska anvin-
dastill. Det ir med den som man anpassar en rit linje till ett antal utspridda
mitvirden. Hur maskinen utfor detta, det vill siga hur den hittar den bista
anpassningen, ligger dock utanfér Ma2-kursens ram. Metoden kriiver ju kun-
skap om bland annat derivator. Man nojer sig dirfor of tast med att nimna
dess namn for klassen: matematiken bakom ir ndgot som kallas for minsta
kvadrat-metoden. Men om vi hir tilliter oss att férenkla problemet en smula
sd kommer viraktinikirnan pd Ma2, dir andragradskurvan med sina sym-
metriegenskaper dr en central del.

I figur la ir fyra stycken koordinatpar utsatta. Uppgiften ir att anpassa
enrit linje si bra som majligt till dessa fyra punkter. Linjen kan sa klart ritas
péd en massa olika sitt. Figur 1b visar tva forslag: ett ganska bra och ett daligt.
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Figur la och 1b. Fyra punkter och v firslag pd en rit linje.
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Figur 2. Eit forsok att minimera summan
av punkternas avstand till linjen.

\

Om vi betraktar figur 2 kan vi konstatera att ett rimligt tillvigagdngssitt for
att {4 till en bra linje dr att summan av de fyra vertikala roda strickorna ska
bli s liten som méjligt. Det ir den grundliggande idén bakom denna metod.
Men da vissa virden kommer att bli negativa — punkterna ligger ju pa olika
sidor om linjen — skulle man kunna 16sa problemet med att exempelvis ta
absolutbeloppet pi alla avstind. Gauss, som var den som skapade metoden,
valde istillet att kvadrera alla viirden for att erhalla enbart positiva tal. D
giller att summan av alla kvadrater ska ha en si liten area som mojligt. En
geometrisk tolkning gesifigur 3, diir det framgar att den totala kvadratarean
i figur 3a ir mindre in den totala kvadratarean i figur 3b.

Figur 3a. En ganska bra anpassad linje
> till de givna fyra punkterna.

Figur 3b. En ddligt anpassad linje till de
givna fyra punkterna.

\/

56 NAMNAREN NR4-2021



En glad parabel

Vi dtergdr till figur la dir vi har vara viirden inprickade, se ocksa figur 4. For
atten Ma2-elev nuska kunna f5lja med i ett resonemang fixerar vi den punkt
som vi har pa y-axeln (0;6), vilket di medfor att vi ska bestimma den rita
linje y=kx + 6 som sedan tar hinsyn till de tre dvriga punkterna pa bistasitt.
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(4;7)
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(6;2) y=kx+6

Figur 4. Punkternas x- och y-virden.

Lingden av en rod linje i figur 4 ges av det ena y-virdet minus det andra
y-virdet. Summan av dessa linjers kvadrater kan vi kalla for S, en funktion
som alltsd kommer att bero av k, det vill siiga S = S(k). Vi far enligt figur 4:

S(k)=(4k+6—-7)*+ (6k+6—2)"+(10k +6-4)

Oppnar viupp och forenklar far vi: S(k) = 152k*+ 80k + 21. Viser att vi har att
goramed en glad parabel, det vill siga en andragradsfunktion med en mini-
mipunkt. Visoker alltsi det viirde pa k som ger oss dennaminimipunkt, som
juligger pa symmetrilinjen mitt emellan nollstillena. Sitter vi dirfor S(k) =0
och tilldter oss ett populirt begrepp bland eleverna, s ger pg:

k=-40/152+1/(40/152)* - 21/152

Lingre behover vi inte rikna, da forsta termen, —40/152~—-0,26, av sym-
metriskil inte dr ndgot annat in just vart sokta virde pa k. Dirmed har vi
funnit den bista linjira funktionen: y=—0,26x + 6, och det har vi gjort utan
attanvinda riknarens LinReg-operator. Istillet har vii ett forenklat exem-
pel bekantat oss med de matematiska idéerna bakom dessa regressioner.
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Nagra reflektioner

Franfigur 5ser viatt var ekvation S(k) = 0 saknar [6sning. Det dr inte sd under-
ligt: S(k) bestar ju av ett antal kvadrater innan férenklingen, och en summa
av kvadrater kan aldrig bli negativ. Men iven i de fall di en andragradsfunk-
tion saknar nollstillen utgor forsta termen i pg-formeln parabelns symme-
trilinje. Att visa att det maste forhélla sig s3, skulle kunna vara en limplig
uppgift for en intresserad Ma2-elev.

Attsddana hir kvadratsummor aldrig kan bli negativa, hindrar inte att de
teoretiskt sett skulle kunna bli noll, det vill siiga ekvationen S(k) =0, skulle
kunna ha en dubbelrot. Vad har vi for situation i regressionsproblemet da?
Vad ir det {6r osannolikt som har intriffat i vir anpassning for att vi ska fa
en situation som visas i figur 6?

A A

Stk) (k)

~0,26 k
Figur5 Figur 6

Lata udda vara jamnt

Allt det som vi har gjort hittills kan riknaren ocksa géra, och dessutom
bittre. Men riknaren har inte bara goda kvaliteter. Ibland riknar den fel.
For balansens skull avslutar vi med ett exempel ocksé pa detta. Om vi dér-
for pd en TI1-83:a slar in foljande kvot:

4317626377
29371608

far vi 147, ett resultat som eleverna kan i fundera pa en stund. De finner
snart(?) att heltalet 147 som riiknaren ger, ir orimligt. Riknaren méste helt
enkelt hariknat fel. En udda tiljare och en jimn nimnare kan aldrig ninsin
ge en heltalskvot. Det inses av féljande berikning, dir n, m och k ir heltal:

uddatal _2n+1_y,
jimnttal — 2m

Om vi multiplicerar ekvationen med 2m, framgir det orimliga:
2n+1=2mk
Vinsterledet ir ett udda tal och hogerledet ir ett jimnt tal.
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Om viistillet tar en jimn tiljare och en udda nimnare si ger ssmma riknare:

4317626392 _
] =19536771

Kanske detta ir en korrekt berikning. En jimn tiljare och en udda nimnare
kan ju ge ett heltal, som exempelvis 12/3=4. Vi gér som ovan, och betrak-
tar det allmiinna fallet.

jamnttal _ 2m _ L
uddatal  2n+1

Multiplikation med 21 + 1 och lite omm&blering ger: 2(m —nk) = k. Hir framgar,
attom kvoten k dr ett heltal, maste det vara ett jimnt tal. Detta pa grund av
faktor 2i viinsterledet. Aven detta var alltsa en felaktig berikning av riknaren.

Lirritation men kanske in mer i vemod slinger jag riknaren 4t sidan och
provar istillet att sla in en av kvoterna pa datorn som jag sitter vid, och fér till-
baka: 1470000000340465. Kanske ir det sd att riknarens dagar ir riknade.

Den raknar fan
ta mig fel.

TI-83

4317626377/29371608
147

Gauss och minsta kvadrat-metoden

Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, &r en av historiens frdmsta matematiker. |
bérjan av 1800-talet hade astronomerna funnit en sa kallad dvargplanet pa
himlen, Ceres, men sedan tappat den ur sikte. De bad Gauss om hjalp, som
da passade pa att utveckla annu ett av sina manga bidrag till matematiken:
minsta kvadrat-metoden. En kort tid darefter kunde astronomerna, tack
vare Gauss berdkningar, dterfinna sin férsvunna planet pd just den position
som Gauss forutsagt.
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