Strovtag

med Pesach Laksman

Rationella och irrationella tal i
undervisningen

En pensionerad matematiklarare tar oss med pa ett vindlande strévtag bland
rationella och irrationella tal som boérjar med pi och slutar med odndligheten.

gick for att botanisera bland kakorna blev jag avbruten i mina tankar

niir jag horde ordet "pi” frin ett bord bredvid. Dir satt en kvinna i tidi-
gare medelildern i sillskap med tre flickor i 10-12-4rsaldern, som inte hade
nigra likheter i sitt utseende varken med varandra eller med kvinnan. Av
samtalets innehall och den beskrivna konstellationen utgick jag ifran att
relationen mellan kvinnan och flickorna inte var av familjir karaktir utan
snarare av typen lirare och elever. En av flickorna undrade med entusiasm i
rosten vad t, som de skulle lisa om, var. Jag spinde dronen, d min nyfiken-
het inte gick att behirska. Jag vet inte vad du sjilv skulle svara pa en sidan
friga och hiir kan du pausa lisandet for att fundera pa det svar som du skulle
avge. Det svar som jag fick hora lit:

S om nybliven pensionir satt jag pa ett café och medan min livskamrat

Pi dir 3,14 och anvinds nér man riknar omkrets i cirklar.

Jag blev inte sirskilt forvanad dver svaret, men det pdminde mig om hur jag
stiftade bekantskap med det intressanta talet. Situationerna skiljer sig avse-
virt med tanke pi att flickans friga stilldes pd ett café, medan jag satt pien
lektion i drskurs 5 eller 6 och liraren introducerade idén. Det var inte alls
nagotmirkvirdigtiden handlingen. Vifick rita cirklar och ligga sytrad runt
om. Sedan mitte vi tridarnas lingd med en linjal for att slutligen dividera
med diameterns lingd. Jag minns att svaren varierade kraftigt pi grund av
den bristfilliga noggrannheten som man kan férviinta sig av metoden. Sedan
berittade liraren, att vi borde ha fitt svaret 3,14: "men egentligen ir det en
avrundning och decimalutvecklingen tar aldrig slut och det f6ljer inte nagot
system. Det talet irirrationellt. De rationella talen ger periodisk decimalut-
veckling”. Jag fragade vad irrationellt tal betydde och som svar fick jag att:

Man kan inte lyckas dela omkretsen och diametern i lika langa bitar, hur
korta bitar man dn viljer.

Jag tvivlade inte pé lirarens svar, men det gav mig en kiinsla av nigot mystiskt.
Jag kunde inte slippa tanken och grubblade minga ginger pa det under
min skoltid. Litrarens pastdende att alla rationella tals decimalutveckling
var periodisk limnade mig likgiltig. Jag mindes det som fakta men utan att
se sammanhang.
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Nar nagot trakigt forvandlas till nagot roligt

I slutet av 70-talet, efter att ha fullfsljt mina dimnesteoretiska studier,
bestimde jag mig for liraryrket och hamnade pd Lirarhogskolan i Uppsala.
Vistudenter fick i tidigt skede prova pd att undervisa och jag fick i uppdrag
att taupp avrundningsregler. Tydligen ansig den snille handledaren att det
inte var sirskilt betungande, men {6r mig kiindes uppdraget som enormt
trikigt. Vil hemma pa studentrummet kom jag pa idén att omvandla ett
rationellt tal frin brakform till decimalform. Ett bra exempel skulle vara en
decimaltalsutveckling som avrundades 4t olika hall beroende om det skulle
vara en, tva eller tre decimaler.

D4 jag helst ville ha ensiffrig nimnare kom jag snabbt underfund med att
jaginte hade sd manga val. Ndmnarna 2,4, 5 och 8 sorterades omedelbart bort.
Nimnarna 3, 6 och 9 kiindes inte heller anvindbara. Aterstod nimnaren 7.
Jag borjade dividera 1 med 7 och fick 0,1428..., vilket inte var det bista valet,
di avrundningar till en och till tvd decimaler bida var nerat. Mitt nista for-
sok blev att dividera 2 med 7 och dir var resultatet 0,2857... och inte heller
det foll migismaken. Men jag sig ett ssmband mellan de decimala formerna
och fortsatte istiillet att dividera 1 med 7 tills jag fick 0,1428571... och insag
att jaginte behdvde dividera mer for att hitta ett passande exempel. Division
med 7 skulle alltid ge samma foljd av decimaler, och om jag viljer decimal-
utvecklingen som borjar med 4, s far jag 0,4285714... Detta tal avrundas 4t
olika hall vid avrundning till en respektive tvi decimaler. Jag valde dirfor
exemplet 3/7 =0,42857143...

Ingéngen till den trista lektionen gav mig en en idé till en serie av lektioner.
Av flertalet olika anledningar var det otinkbart att realisera min idé under
praktiken. Ett skiil var bristande mod hos mig sjilv att ta upp det med hand-
ledaren. Om sjilvfortroendet hade varit storre skulle jag inda bedomt det
som orealistiskt eftersom undervisningen var starkt liroboksbunden och
saknade tid for tankeutflykter. Det fina med min upptickt var att vi lirar-
kandidater hade som uppgift pa lirarhtgskolan att komma med vira egna
lektionsplaneringar. Den uppgiften som i det liget kindes enkel och redan
var "gratis”, blev dessutom uppskattad.

Min lektionsplanering

Jagvilli stora drag presentera den planering som jag gjorde. Jag utgick ifran
attelevernaredan visste att vissa brak, som 1/2,3/5med flera, kunde skrivasi
decimalform medan andra, som 1/3, blev man aldrig klar med och foljaktligen
angav med ett avrundat virde och inte ett exakt. Eleverna skulle f4 i uppdrag
att hitta fler exempel pé rationella tal i de tva grupperna for att dven hitta
de mekanismer som styr vilken form det blir. Direfter skulle de oavslutade
decimalutvecklingarna studeras for att ge eleverna majlighet att uppticka
att de ir periodiska. Aven om de hittar nigra exempel med periodiska
decimalutvecklingar behdver det inte betyda att si alltid ir fallet. Det var
niistamal att eleverna skulle uppticka iven det. Hir ir det mest limpligt att ta
en decimalutveckling som ir fullstindig och en sidan finns hos sjundedelar.
Jag ansagatt det var en stor fordel, om inte nddvindigt, att utfora divisionerna
for hand. Efter att eleverna har delat 1 med 7 inser de, om uthalligheten ir
god, att decimalerna upprepas i cykler. Direfter ska iven 2 divideras med 7.
Nir s dr gjort ir det bra att upplysa eleverna om att lathet kan vara en dygd
i matematiskt arbete och lita dem ange decimalutvecklingen av 3/7, helst

50 NAMNAREN NR4-2021



utan att rikna. Om inte upptickten kommer hir, si sker det i nista steg niir
4/7 ”decimaliseras”. Nu finns underlag for att géra en del upptickter som
exempelvis sambandet mellan utvecklingarna av 3/7 och 4/7. Direfter kan
eleverna kanske komma pa utvecklingarna till 5/7 och 6/7 pi ett annorlunda
sittin tidigare. Hitintills har det inte framkommit att varje decimaltal har om
inte avslutad sd periodisk decimalutveckling. S& hir lingt kommen planerade
jag att sjilv som avslutning av lektionen dividera 3 med 7. Som bekant far jag
som forsta decimal 4 och resten 2. Direfter blir andra decimalen 2 och resten
6. Vid nista division far jag som tredje decimal 7, men kommer att f4 protester
eftersom resten da blir 11. Eleverna inser att resttermerna endast kan anta
virden som ir ligre dn 7. Det kan allts bli resttermerna 0,1,2, 3,4, 5 och 6.
Troligen drojer det inte linge innan nagon elev kommer pé att det inte kan
bli O pa grund av att da skulle det bli en avslutad decimalform.

Nu blir det uppenbart att periodens lingd begrinsas av nimnaren och
ir hogst 1 ligre dn nimnarens virde. Eleverna kan dra slutsatsen att alla
rationella tal kan skrivas antingen i avslutad decimalform eller med en
periodisk decimalutveckling.

Mina slutsatser

Det girattdraen hel delintressantaslutsatser av denna berittelse. Visserligen
fastnade min lirares pistiende om attalla rationella tals decimalutveckling var
periodisk i mitt minne, men den kunskapen var av faktakaraktir och saknade
liv. Den vetskapen fick firg forst nir jag gjorde den intressanta upptickten.
Detta bor nog beaktas i all undervisning och i synnerhet i matematik, som
juvilar pd logikens grund. Min lirares pstaende om irrationella tal kittlade
min fantasi med sin mystiska karaktir.

Ldrarkompetens

Det andra som jag tinker pa ir att jag fran drskurs fem undervisades av ett-
imneslirare. Min matematiklirare undervisade enbart i matematik. Sa
gjorde dven lirarnaiandra dmnen. Det gjorde att deras kunskaperiimnena
iregel var betydligt hogre in de lirare som undervisar elever i samma &lder
i Sverige. Det var nog diirfor jag kunde fa det svar jag fick om m, ett svar som
svenska 11-aringar antagligen inte far av sina lirare. Visserligen smalnar utbu-
det av imnen som en lirare ska behirska med stigande alder pa eleverna,
men det sker sakta. For en hogstadielirare med vanlig utbildningslingd gil-
ler tre imnen och {61 en gymnasielirare tva dmnen. Pi nittiotalet hade man
utbildning fér 4-9-lirare och dessa matematiklirares kunskaper skulle for-
utom matematik omfatta de tre klassiska naturvetenskapliga imnena och
teknik. Det ger betydligt ligre kunskaper per imne som synergieffekterna
inte kan uppviga.

Vid ett av mina besok hos en lirarstudent pa hogstadiet beskrev studentens
handledare, vars hjirta slog for naturvetenskapliga imnen, matematikimnets
diffusa karaktir med orden Hur kan man pdstd att 0,99 = I? Man kan ana att
liraren som elev eller student har fitt lira sigatt omvandla tal frin periodisk
decimalform till brakform och da fitt hora att en periodisk decimalutveckling
av lingden ett:

0,99999...=1.
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Tolkning av 0,9999... som 0,99 ir besynnerlig for den som #r satt
att undervisa i matematik men nog ganska vanlig bland flertalet
minniskor. Det ser man bland annat i kommersialismens lyckade
strategier for att ge sken av ldga priser och att det fungerar trots
skolans goda intentioner att undervisa hur man avrundar.

| 4t tankarna svava

Om vi atergér till den beskrivning av irrationella tal som min ettimnesli-
rare bjod mig pa, s kan man stilla sig frigan om det ir limpligt att ta upp
saker som elever inte ir i stind att forsta just i stunden. Det ir inte sirskilt
troligt att klassens elever fick kinslor av otillricklighet och kiinde sig sdrade
av lirarens svar. Det kan diremot ha triggat nigra fler in mig till funderingar.

Hur kan dessa funderingar se ut? Man kan stilla sig frigan om relationen
mellan tvd godtyckliga strickors lingder oftast iir rationell eller irrationell.
Detir enkeltatt skapa tvé strickor med rationellt forhillande genom att utgd
fran en referensstriicka och konstruera en striicka exempelvis med tre ling-
der av referensstrickan och en annan med fem lingder. Forhillandet mellan
dem ir da 3:5 eller 5:3. Lt oss istillet alstra strickor dir forhdllanden mel-
lan deras lingder ska ticka hela mingden reella tal. Detta kan goras genom
konstruktion av tva vinkelrita linjer. Vi férbinder sedan en punkt pa var-
dera linje med en striicka och far dirmed en ritvinklig triangel. Om vi later
strickans indpunkter glida ligst de vinkelritta linjerna far vi en kontinuerlig
strom av ritvinkliga trianglar med konstant hypotenusa och variabla kateter.

En del av de trianglar som bildas kommer att bli pythagoreiska, det vill siga
uppfylla tva villkor. Det ena villkoret, som iir ritvinklighet, ir redan uppfyllt.
Det andra villkoret dr att sidornas férhallanden ska vara rationella. Detta ir
ekvivalent med att sidornas lingder kan uttryckas med mitetal som ér heltal.
Det inser man litt om man forlinger sidornas mitetal till gemensam nim-
nare och multiplicerar sidornas lingder med den nya nimnaren. Den nya
triangeln, som har heltalssidor ir likformig med den ursprungliga triangeln.
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Pythagoreiska trianglar ir betydligt sillsyntare in icke-pythagoreiska ritvink-
liga trianglar, en erfarenhet som i alla fall de flesta matematiklirarna delar.
Det skulle inte férvina mig om deras elever ir ovetande om den saken, d&
de pythagoreiska fir mycket storre plats i undervisningen. Om man bildar
forhillanden mellan kateter pé en av linjerna och hypotenusan s fir man
allareella taliintervallet ]0,1] och om férhillandena ska vara mellan hypote-
nusan och kateter pd en av linjerna far vi reella tal i intervallet [1,00[. De flesta
av forhallandena dr irrationella och bland dem kan vi hitta de vilbekanta
och e samt ¢ och ®.

Till ssamma insikt skulle man kunna komma om man hade borjat alstra
decimaltal med hjilp av nigon sorts siffergenerator, exempelvis en tiosidig
tirning. Sannolikheten att de alstrade talens decimaler skulle uppvisa perioder
ir oiandligt liten. Det kan kanske underlitta att forstd att en oéindlighet kan
vara oindligt minga ginger storre in en annan oindlighet.

Epilog

Efter introduktion av ett nytt begrepp brukar det hantverksmissiga ta
plats och sd var det dven efter min lirares introduktion av ;t. Med utgings-
punkt frin diametrar och radier beriknades omkretsarna och vice versa.
Pa sextiotalet var forekomsten av miniriknare i skolvirlden bokstavligen
obefintlig. Det dr inte sd behagligt att utfora multiplikationer med 3,14 men
att dividera med samma tal kan framkalla rysningar i kroppen. Dessa hin-
der kunde litt dvervinnas med ett nirmevirde i brikform, som ligger nagot
nirmare det riktiga viirdet av  iin 3,14. Da fick eleverna chansen att triina
pa att rikna med tal i brakform och sidana tillfillen dyker inte si ofta upp i
dagens matematikundervisning.

~31 ~22
T 37e||ern 5

Om vi hade en pekpinne vars bredd var lika med en punkts utstrickning,
och med den skulle peka pa en tallinje, d4 skulle sannolikheten att peka pa
ett rationellt tal vara oindligt liten. Med storsta sannolik het skulle vi peka pa
ettirrationellt tal. Mingden av reella tal bestir till storsta delen av irrationella
tal av vilka de flesta saknar namn. De duger inte heller att rikna med i var-
daglig bemirkelse. Bredvid varje irrationellt tal, trots att de dr oéindligt fler in
de rationella, gir det alltid att hitta en rationell granne — hur nira som helst.
Tyvirr liggs det storre fokus pé de irrationella talens rationella grannar
in pa de irrationella talens viisen. Det faller nog ménga ginger i skymundan
att g dr relationskonstant och dess nirmevirde far ofdrtjint stor plats. Det
fick en elev i arskurs 8 erfara nir hon angav 25 m? som svar pa en uppgift
som gick ut pa att berikna arean av ett omride som fick betas av en get tjud-
rad med en 5 meter ling kedja fist vid en pale. Lirarens kommentar var Vet
du inte hur mycket 7t éir? Man kan undra om liraren visste det om man hade

krivt storre noggrannhet in tva decimaler.
N
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