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Programmering pa gymnasiet

Forfattarna funderar éver hur programmering kan vara ett verktyg for
en fordjupad forstaelse av matematiska begrepp i gymnasieskolan. Forst
diskuterar de frdgan ur ett teoretiskt perspektiv och darefter rapporterar de om
gymnasieelevers erfarenheter av att studera matematik med programmering.

undervisningen i den svenska skolan. Inférandet av programmering i

skolan borjade flera decennier fére de senaste revideringarna av liro-
planer. Redan 1975, i ett av de allra férsta numren av Niimnaren, skrev Lars-
Eric Bjork om att skolan maste ge alla elever elementiira kunskaper om vad
en dator ir och kan gora, samt hur datorer kan anvindas for problemlosning.
Intressant nog betonade han ocksa vikten av diskussion kring bade forde-
larna och nackdelarna med det datoriserade samhillet.

Mycket har hint sedan 1975 men bliddrar man i programmeringsrelaterade
artiklar frin olika decennier i Nimnarens artikelregister hittar man en viss
kontinuitet. Vissa tillimpningsomrdden och typuppgifter verkar forekomma
trots lirar- och datorgenerationsvixlingar. Det ir inte underligt eftersom en
dator ursprungligen ir en sekvenskalkylator, det vill siiga en typ av riknare
som snabbt kan l¢sa just aritmetiska uppgifter. Aven moderna datorer passar
vil till de flesta uppgifter som kan 16sas med hjilp av forsta ordningens logik
och numeriska berikningar. En stor skillnad mellan moderna datorer och
ildre apparater ir att de forstnimnda kan styras dven med hijilp av visuella
programmeringssprik som ocksa dr anpassade till symboliska berikningar.

S edan augusti 2018 ir programmering en obligatorisk del av matematik-

Programmering i problemldsning

Idag finns det ganska mycket utrymme for att variera innehallet i program-
meringsundervisningen. Detta giller sirskilt gymnasieskolan. I praktiken
far lirare fria hinder eftersom problemldsning ir det enda innehallsomra-
deti gymnasieskolans imnesplan fér matematik diir programmering explicit
nimns. Programmering ses som ett alternativt verktyg for att lira sig stra-
tegier for matematisk problemlésning och modellering av olika situationer.
Amnesplanen tar dock ingen stillning till inom vilket matematiskt inne-
hill elever ska fa lira sig att anviinda programmering, och i kunskapskraven
namns ingenting om programmering.

Samtidigt stiller imnesplanen vildigt hoga krav pd matematiklirare.
Skolverket skriver i sitt kommentarmaterial att en problemlésningsuppgift
ir en uppgift som dr utmanande och kriver anstringning. Det dr tydligt att
det fran borjan inte ska finnas en for eleven kind 16sningsmetod. Det inne-
bir att eleven utdver att anstringa sig méste vara beredd att ligga ned tid.
Problemlésningsforméga innebir att kunna analysera och tolka problem
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vilket inkluderar ett medvetet anvindande av problemlésningsstrategier
som att forenkla problemet, inféra limpliga beteckningar eller indra forut-
sittningarna. Problemldsning, och in mer problemldsning med program-
mering som verktyg, forutsitter en process dir man kan kiinna sig trygg att
misslyckas och borja om fran borjan.

Ser vi till Polyas problemlésningssteg, sd maste eleverna klara av att iden-
tifiera ett enklare problem, klara av att l6sa det och sedan bygga en modell.
Forutom attallt detta dr tidskrivande utmanas liraren eftersom hen nistan
omedelbart behver kunna lisa, tolka och analysera olika koder som elev-
erna producerar. Liraren méste ocksd kunna anpassa sin undervisning i ett
klassrum dir elevernas erfarenheter och kompetens i programmering ofta
skiljer sig mer in deras firdigheter i matematik.

I dennaartikel behandlar vi programmering och dess roll i matematikun-
dervisningen ur ett annat och mer sillan diskuterat perspektiv. I stillet for
att presentera olika tillvigagdngssitt till problemldsning med programme-
ring bekantar vi oss med en teori som forklarar varfor programmering kan
bidra till lirande om matematiska begrepp men ocksé bidra till kollaborativa
arbetssitt i matematikundervisningen.

APQS - ett teoretiskt perspektiv

Det finns méanga olika teorier som beskriver lirande i matematik. En avdem,
APQOS-teorin, beskriver med hjilp av fyra steg eller nivider hur elevens for-
stielse for matematiska begrepp och andra kunskapsobjekt utvecklas.

4 Det forsta steget kallas Aktion. Det innebir att eleven forstéir ett
begrepp som en enstaka operation. Ett exempel pa aktion ir att eleven
med hjilp av en formel kan beriikna att derivatan av x? ir 2x.

4 Det andra steget heter Process. En elev som har nitt denna nivé kan
kombinera flera operationer och redan bemistrade kunskaper om
begreppet till relevanta processer. Ett exempel pa process ir att eleven
kan kombinera derivering av monom och deriveringsregler for att hitta
derivatan av polynom.

4 Det tredje steget kallas Objekt. En elev som har nitt denna niva har
borjat se begreppet som en helhet med vissa egenskaper. Till exempel
att derivata ir en funktion som kan kombineras med andra funktioner
och i vissa fall deriveras om.

4+ Detsista steget iir Schema. P denna niva bemistrar eleven begreppet,
kan handla och generalisera det inom en stérre ram med anknytningar
till olika delar inom matematik. Ett exempel pa schema iir att eleven
forstar ssmbandet mellan derivering och integrering och vet att man
kan beteckna derivata pa olika sitt men att det alltid handlar om ett
visst grinsvirde.
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Programmering enligt APOS

Programmering ir vil forenligt med APOS-teorin. Att skriva ett kommando
som sitter ett virde p en variabel ir en aktion. Att skriva en nagot lingre
kommandorad som gor att datorn ber anvindaren att mata in ett virde
pé en variabel samt lisa in det givna viirdet, ir ett exempel pa en process.
Kombinerar man den med ett par andra rader som riknar ut till exempel
kvadratroten ur kvadraten av det inmatade talet och skriver ut svaret far
man en kod som i sin helhet representerar allt som behovs for att konstru-
era objektet absolutbelopp. Kan man anvinda denna funktion pé ritt sitt i
olika delar av en storre kod har man nitt &tminstone en del av schemanivéns
forstaelse for detta begrepp.

Empirisk forskning har visat att det svaraste steget i lirande om mate-
matiska begrepp ir dvergingen frin processniva till objektniva. Att tadetta
steg innebir att man méste ha samlat ihop en stor mingd exempel pd och
erfarenheter av olika slags uppgifter kring begreppet och direfter maste
man lyckas kondensera allt till ett sjilvstindigt matematiskt objekt. Det
forutsitter bland annat att man kan urskilja vad som ir generaliserbart och
gemensamt i olika exempel.

En viktig fordel med programmering ir att en kod synliggtr var gemen-
samma och generaliserbara element i olika processer befinner sig. Vi demon-
strerar detta med hjilp av ett par flodesscheman s att vi inte fastnar i sir-
skiljande detaljer mellan olika programmeringssprik. Figur 1 beskriver en
l6sning pa foljande problem:

Ett par horlurar kostar vanligen 700 SEK men for tillfallet far man
30% rabatt. Vad blir priset d&?

Procedurenisig ir ganska enkel. Det ursprungliga priset och rabatt i procent
lises in och direfter riknar datorn, med hjilp av en formel, ut det nya priset
och skriver ut det. Allt detta kan beskrivas med sex steg.

‘ t

Output: ge det
ursprungliga priset

v f

700 SEK*
(100-30)/100

V f

Output: ge
rabatten i procent -

Output (490 SEK)

Input (700 SEK)

Input (30)

Figur 1. Rikna ut ett nytt pris for ett par horlurar a 700 SEK efter rabatt pd 30 %.
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En elevsom redan ligger pa processniva med avseende pa begreppet, borde
till exempel se att de sex stegen i processen inte kan tasi vilken ordning som
helst for att fa riitt 1osning av den givna uppgiften. Troligen forstir hen ocksa
att om uppgiften hade varit att rikna ut rabatt i procent di borde man ha
anvint en annan formel i det femte steget samt reviderat innehallet av det
tredje steget. Men samtidigt finns det nigra detaljer i denna process som
kan variera utan att man behdver indra nagot i processens genomférande.
Det ir helt irrelevant att det handlar om horlurar. Och om det gamla priset
och procenttalet var nigot annat skulle det ricka att justera formeln i det
femte steget och processen skulle ge det nya priset fér vilken vara som helst.
Figur 2 visar ssmma process som i figur 1 med den skillnaden att de inmatade
talen har ersatts med variablerna x och y.

{ !

Output(x): ge det
ursprungliga priset

' f

Input (x) Pris= x*(100-y)/100

' f

Output(y): ge
rabatten i procent — Input (y)

Output (Pris)

Figur 2. Rikna ut ett nytt pris for en vara a x SEK efter rabatt pd y %.

Attersitta ett tal med en variabel i en kod dr alltsd ett konkret sitt att gene-
ralisera processen. A andra sidan framgar det klart, bide i flodesschemana
och motsvarande koder, att processerna ir strukturellt lika. Dessutom syns
processernas interna samband vil i bida representationerna. I steg 5 visar
formeln hur det ursprungliga priset och rabatten ir relaterade (figur 1) eller
vilket sambandet det finns mellan x och y (figur 2). Pa detta siitt sker en
utveckling frdn en I6sning av ett enstaka konkret problem till ett objekt som
kan anvindas som en allmin modell av procentuell férindring.

Attprogrammering visualiserar matematiskt tinkande ir nigot som kan
anvindas ocksé for att stirka kollaborativa arbetssitt i matematikundervis-
ningen. En kod skulle kunna fungera i matematiska diskussioner pa samma
sitt som en bild eller en annan visuell representation av matematiska objekt
som effektiv formedlare av matematiska idéer. En motivering for detta dr
att visualisering minskar belastning av arbetsminnet och underlittar kom-
munikation om de matematiska idéerna. Det ir nigonting som vi har borjat
undersoka i ett samarbete mellan Luled gymnasieskola och Luled tekniska
universitet.
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Elevers erfarenheter

I kursen Matematikspecialisering genomfordes ett moment med programme-
ring. I kursen ingick elever frin gymnasiets arskurs 1 och 2. Forkunskaperna
i programmering varierade, nigon hade héllit pA mycket med programme-
ring men de flesta inte alls eller viildigt lite. Dirfor borjade kursmomentet
med fem lektioner dir grunderna i Python samt grundliggande program-
mering avhandlades. Utvecklingsmiljon som anvindes var Spyder som ir
en del av Anaconda och kurslitteratur var Programmering i matematiken.
Lektionernaleddes av en imneslirare i programmering och matematik och
utgick fran bokens uppligg. P4 grund av pandemin genomfordes en del av
undervisningen pé distans. Exempel pid matematiska problem som ingick
i kursen ir primtalsfaktorisering och att berikna sannolikheter for olika
utfall vid tirningskast.

Tdrningskast

En uppgift var att testa sannolikheten for jimn respektive udda summa vid
kast med tva sexsidiga tirningar. [ uppgiften fanns ocksi mojliga vidareut-
vecklingar av programmet si att anviindaren skulle kunna viilja antal tirningar
och antal sidor pa tirningarna. Eleverna jobbade pa distans i grupper om
2-3elever och anvinde sig av sd kallade breakout rooms i Microsoft Teams.

De flesta grupper loste problemet f6r kast med tvd tirningar, men att
sedan generalisera antal tirningar och sidor blev svirare. Nagra grupper fast-
nade pa att de i forsta delen anviint tdrningl och tirning2, det vill siiga olika
variabler {or varje tirningskast, och lyckades inte gi vidare till att anvinda
en loop som summerade x antal tirningskast.

Ur ett problemldsningsperspektiv hade det varit bittre om elevernai stil-
let hade borjat med den generaliserade uppgiften, di hade de haft Littare
for att komma pa hur den skulle 16sas. Om de hade borjat med att rita, elleri
allafall tinka, ett flodesschema sd hade de mycket enklare och snabbare 15st
det hir och andra problem. Att eleverna borjar koda forst och tinka sedan
ir ett vanligt problem i programmeringskurser.

Ur ett begreppsmissigt matematiskt perspektiv hade det kanske varit
bittre att stanna vid att berikna sannolikheten foér jimn och udda summa
vid kast med tva tirningar si att sannolikheten hamnat mer i fokus. Den
uppgiften 16ste de flesta och man hade d4 kunnat jaimfora och diskuteraden
provade sannolikheten med den teoretiska.

Att grupparbeta i Teams

Att jobba med de beskrivna uppgifterna i Teams fungerade bra, pd minga
sitt till och med bittre in om eleverna hade suttit pa plats. Nir var och en
har sin egen skirm att titta pd kan de enkelt dela skirm med gruppmedlem-
marnasi attalla kan vara delaktigai problemldsandet. Ganska ofta togen av
eleverna en ledande rolli diskussionen kring en strategi som kriivs for att 16sa
uppgiften och en annan elev fokuserade pa att kommentera och utveckla
strategin genom att fokusera mer pa detaljer. Det som var siirskilt intressant
att uppticka var att elever ganska litt hittade sina roller men att de ocksa
kunde byta roller mellan olika uppgifter.
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APQOS-teorin

Pi enintervju med elever kom flera detaljer upp som ir forenliga med APOS-
teorin. Nir de fick frigan om mojliga fordelar med programmering i matema-
tik betonade eleverna vikten av tydliga strukturer och forstaelse for i vilken
ordning saker bor goras. Detta passar vill ihop med hur lirandet utvecklas
fran forstaelse for enstaka operationer till bemistrande av processer. Eleverna
tyckte ocksa att de hade blivit bittre pd att hitta fel och otydligheter vid mer
komplicerade problem och bevis, vilket visar att de ocksa utvecklat forma-
gan att dela upp processer till en rad operationer. Ett exempel pi att en del
elever kunde generalisera sina idéer till matematiska begrepp pa objektniva
var att de nimnde programmering som en metod att kontrollera antaganden
innan de forsokte hitta algebraiska metoder.

Nir elever tillfragades om mojliga nackdelar med programmering i mate-
matik, fanns det elever pé helt skilda kunskapsnivier som sade att program-
mering tar tid frin den "riktiga” matematiken. De yttrade sig ocksi om sva-
righeter med att hitta problem dir programmering blir ett effektivt sitt att
16sa dem. Detta skapar frigor om varfér man ska anviinda programmering
d4 det finns effektivare metoder for att 16sa samma problem. De hir kom-
mentarerna demonstrerar att det inte ir enkelt att flytta innehillet av mate-
matiska uppgifter frin en kontext till en annan, vilket enligt APOS-teorin
forutsitter forstaelse for centrala begrepp minst pa objektniva.

Sammanfattning

Som vi ser det kan programmering i matematik bidra till bide en stirkt pro-
blemlsningsférméga och forstaelse for matematikens struktur och begrepp.
Precis som eleverna upplever vi att det tar tid frin den "riktiga matematiken”.
Kanske en konsekvens av att programmering saknas i kunskapskraven. Med
kompetenta lirare och ett stérre utrymme i imnesplanerna ir vi inda dver-
tygade om att programmering har sin naturliga plats i matematikundervis-
ningen. Att lira sig algoritmiskt tinkande ger eleverna viktiga firdigheter
for hogre studier och de kan tryggare forhalla sig till och paverka den digi-
tala utvecklingen i samhiillet.
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