Lei Yu Jiang

Visualisering i problemlosning

Nér ldrare presenterar en matematikuppgift kan det vara svart att bara genom
talade ord fa eleverna att forsta innehallet. Har ger forfattaren forslag pa hur
visualiseringar kan hjdlpa eleverna bade att forsta uppgiften och att utveckla
sin tankegang for att 16sa den.

[T NS

min grej”, "jag forstar alla ord i uppgiften men vet inte hur jag kan

borja losa den”. Varfor dr det s3? En forklaring kan vara att elev-
erna inte kan koppla uppgiften till den verkliga virld de lever i och dirfor
blir uppgiften svar att forstd. Matematik ér ett imne dir kunskaperna ofta
ir abstrakta. Nir yngre elever har list en uppgift och inte kan dterkalla en
liknande situation i verkligheten som de ir vilbekanta med, kan det uppst
svarigheter for dem att forstd ssammanhanget, vilket leder till att de inte vet
hur problemet kan losas. Da blir matematik sjilvklart svart for dem.

En annan forklaring kan vara att eleverna innu inte har fatt erfarenhet
av tillrickligt manga material och verktyg som kan anvinds i problemlos-
ningen. Nir man gor klider, behdver man tyg och trdd (material) samt sax
och symaskin (verktyg); nir man lagar mat behéver man pasta och kottfirs
(material) samt spis och gryta (verktyg). Detsamma giller for matematik-
uppgifter. Olika matematikkunskaper utgdr material medan grafer, tallinjen
och tabeller kan betraktas som verktyg vid problemlésningen. Om eleverna
ir utrustade med de material och verktyg som behovs, blir matematik inte
lingre ondbar {6r dem. .

Ienartikeli Ndmnaren presenterar Asa Nilsson och Rosanna Skoldvinge
enmodell som visar de minga olika férmagor som ingirien vidgad problem-
losningskompetens. Tva av dessa ir textforsidelse, det vill siga forstielse for
skriven text och samspelet mellan text och bild; och inre mentala bilder, som
avser formagan att abstrahera matematik i mentala bilder och genom olika
representationer. De lyfter upp vikten av elevers férméga att kunna visuali-
sera texten och tankegingen vid matematisk problemldsning.

‘ 7 i horibland fran elever att "matte ar for svart for mig”, "matte dr inte

Ord, bild, 16sning och kontroll

En effektiv problemlésningsrutin kan delas upp i fyra steg: ord, bild, 1s-
ning och kontroll.

1. ORD. Bérja problemlésningen med att tillsammans ldsa uppgiften
noga och forsoka att inte missa nigon detalj.
2. BILD. Nir eleverna har list hela uppgiften minst en ging och fatt en

ungefirlig uppfattning av vad uppgiften handlar om, kan ni omvandla
texten till relevanta visuella representationer, girna mening fér mening.
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3. LOSNING. Nir uppgiften har konkretiserats och visualiserats brukar
det bli littare for eleverna att hitta 1dsningen. Hir kan varje elev ocksa
ta for vana att visualisera hela tankegingen s att onddiga misstag kan
undvikas. Sedan gir det att skriva ner en fullstindig [6sning. Att tinka
tar alltid mer tid #n att skriva ner proceduren och svaret.

4, KONTROLL. Kontroll ir ocksa ett mycket viktigt stegi
problemldsningen, di slarvfel inte ir ovanliga. Kontrollera alltid fran
borjan: har vi forstatt uppgiften ritt eller inte? Sedan kan uppgiften
gdras om, giirna pd ett annat siitt, for att se om det ger samma resultat.

Material och verktyg i problemlosning

I den hir artikeln kommer nagra exempel illustrera hur texten, och even-
tuellt tankegingen, kan visualiseras vid problemldsning. Fokus ligger pa
problemldsningsrutinens tre forsta steg ord—bild—16sning diir tankegingar
genom visualisering fir ta stor plats.

Uppgifternaiexemplen ir himtade frin Kingurutivlingen aren 2000—
2020, men hir har svarsalternativen tagits bort. Uppgifterna ir verklighets-
anknutna samt har karaktiir av intresse-, nyfikenhets- och lustskapande hos
eleverna. Kingurutivlingen ir inkluderande och alla elever, p4 olika nivaer,
i olika alder och fran olika linder, kan hitta passande uppgifter och kiinna
sig utmanade. Tre olika visualiseringsverktyg demonstreras: pilar, rutor och
strickor. Dessa verktyg kan effektivt forbittra elevers forstielse av uppgif-
terna. Jag har valt uppgifter av olika karaktir. Tillsammans utgor de material
som pd olika siitt kan berika elevernas kunskapsinhimtning.

Pilar

Pilar kan anviindas for att visualisera en hiindelses utveckling, rikining eller
forindring. Exemplen hir handlar om omkastnings-, uppriknings- och
tidberikningsproblem.

Ett omkastningsproblem
Pilar kan vara ett effektivt visualiseringsverktyg i problem dir talet indrar
sig stegvist med flera operationer, som uppgift 17 i Ecolier 2012:

Vi har ett tal. Vi multiplicerar det med sig sjalv, lagger till 1, multip-
licerar resultatet med 10, lagger till 3 och multiplicerar resultatet
med 4. Da har vi 2012.

Vilket tal hade vi fran borjan?
Hir visas hur texten i uppgiften kan tolkas matematiskt och samtidigt visu-
aliseras steg for steg:
— Viharett tal.
— Vimultiplicerar talet med sig sjily,
— ldggertill 1,
— multiplicerar resultatet med 10,
— lagger ill 3,
— och multiplicerar resultatet med 4.

— D4 har vi 2012.
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Sedan visas tankegingarna frin sista steget och beriiknas stegvis till bérjan:
7] v 10 3

7| ——1 49 |——| 50 |— | 500 |—| 503

\ v

Padet hir sittet kan det bli littare for eleverna att forstd och losa uppgiften.
Dessutom kan det minska eventuella misstag som kan uppst vid utrikningen.

Ett upprikningsproblem

Pilar kan ocksd anvindas for att visualisera upprikningsproblem dir olika
mojliga utfall finns och behdver undersokas, som uppgift 21i Benjamin 2007.

Olga ténkte pa ett heltal. lvan multiplicerade Olgas tal med 5 eller
med 6. Boris adderade 5 eller 6 till lvans resultat. Anja subtraherade
5 eller 6 fran Boris resultat. Anjas resultat blev 73.

Vilket tal hade Olga tankt pa?

Vikan skapa ett slags triddiagram med forgrening for att illustrera alla mojliga
vigar fran Olgas tinkta heltal till Anjas resultat 73. Direfter kan vi genom
attanalysera entalssiffran pa alla dtta mojliga utfall av Anjas resultat utesluta
sex av de atta utfallen:

entalssiffra : 0 eller 5

entalssiffra : 9 eller 4

y'

VA

entalssiffra : 0 eller 5

| X |
X
-5 X |entalssiffra : 1 eller 6
x|
X |entalssiffra : jamn

I

VA
|

-6 X | entalssiffra : jamn

Bara tva utfall behover undersdkas. Hir blir det ett omkastningsproblem
igen och resultaten fis genom att tinka i omvind ordning.

-6 +5 -6

X —»l 4 |——| 79 |—— | 73
-6 +6 -5

12| —| 72 |—| 78 |————| 73

2012

2012
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Ett tidberikningsproblem
Uppgiften 14 i Ecolier 2002 handlar om att berikna tid.

Martina gar hemifran klockan 06.50 och kommer till skolan klockan
07.32.Hennes kamrat Daniel kommer till skolan 07.45. Han behdver
12 minuter kortare tid an Martina for att ga till skolan.

Vilken tid gar Daniel hemifran?

Problemet kan visualiseras med hjilp av pilar:

s EHELE] o (M

l(&) (4A-12)

min. min.
o'n oG 0’6
T ? . ? ? Eftersom det dir annorlunda regler dd man beriknar tid

invid rikning med tal i bas tio kan det uppsté svérig-
l 1 heter fér en del elever. For att minska svirigheten och
undvika slarvfel rekommenderas att en bastid, exem-

1~ 1 pelvisetthelt klockslag, anviinds vid utrikningen. Det
|| ir inte helt enkelt att direkt rikna antalet minuter
~ mellanklockan 06:50 och klockan 07:32. Om vi istillet

l 32min. anvinder klockan 07:00 som bastid, blir det enklare

—1 7 att fi fram antalet minuter frin 06:50 till 07:32, det

Ofl 71:[ 21| 2| vill siga 10 + 32 = 42 min. Eftersom Daniel behover
—  — 42-12=30min gir Daniel hemifran klockan 07:15.

o
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Rutor

Rutor kan anviindas {or att representera antal eller gruppera objekt, exempel-
vis i staplingsproblem, koproblem eller huvud- och benproblem.

Staplingsproblem [

Uppgift 16 i Ecolier 2020 ir ett staplingsproblem dir ett eller flera objekt
dubbelriknas. En sidan uppgift kan vara enkel att 16sa algebraiskt, men forst
efter att eleven har forstitt relationerna mellan de olika angivna virdena.
Forstielse kan nis genom visualisering med hjilp av rutor.

Tor har 10 lador. | fem av 1ddorna ldgger han en penna. | fyra av
lddorna lagger han ett suddgummi. | tvé lddor ligger det sen
bade en penna och ett suddgummi.

Hur manga lddor ar tomma?

Tor har 10 1ddor, s tio rutor ritas for att representera dem. I fem av 1ddorna
ligger han en penna:

AN AR NERN
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I fyra av1ddorna ligger han ett suddgummi, men i vilka fyra lador? Liser vi
vidare fir vi veta att i tva lidor ligger det sen bide en penna och ett sudd-
gummi. Nu kan vi ligga till fyra suddgummi enligt beskrivningen:

NN R[S
- (9 9 =

Nu kan vi direkt se att det ir tre lddor som dr tomma. I den hiir uppgiften
finns det tvé lddor som innehéller bade en penna och ett suddgummi och
de 4r dubbelriknade, en ging i de fem lador med penna och en annan gng
i de fyra lddor med sudd. Efter visualiseringen kan det bli enkelt idven for
lagstadieelever att rikna uppgiften med formeln 10— (5+4—2)=31ador.

Staplingsproblem 11
Uppgiften 24 i Benjamin 2019 iir ocks3 ett staplingsproblem.

Ett persontdg bestar av 11 vagnar. Det ar sammanlagt 350 passa-
gerare pa hela taget. | tre vagnar som ar placerade efter varandra
finns det 99 passagerare, oavsett var i taget man raknar.

Hur manga passagerare finns det i den sjtte vagnen?

Forst skapar vi 11 rutor for att representera de 11 vagnarna i persontiget. Det
ir sammanlagt 350 passagerare pa hela tiget. I tre vagnar som ir placerade
efter varandra finns det 99 passagerare, oavsett var i tiget man riknar. Den
sjitte vagnen ligger i mitten, s& om vi riknar grupper om tre vagner = 99
passagerare frdn varje inda av tiget ser vi att den sjitte vagnen kommer att
tillhora tva 3-grupper enligt bilden. Vi far ssmmanlagt fyra grupper om 99,
dir passagerarna i den sjitte vagnen har riknats tva ginger.

350
\

99 99 99 99

Dirfor kan antalet passagerare i den sjitte vagnen riknas ut genom att sum-
man av de fyra 99:orna minus summan av antalet passagerare i alla 11 vag-
narna pa 350. D4 finns det 4+ 99— 350 = 46 passagerare i den sjitte vagnen.

Ko-problem

K&-problem brukar handlar om att rikna antalet personer (eller saker) som
star i k. Dessa uppgifter brukar inte vara svira, men slarvfel uppstar gan-
ska ofta. Nir visualisering med rutor anvinds hir kan slarvfelen bli firre
och eventuellt elimineras. Exempelvis kan vi se pa uppgift 23i Ecolier 2020.

Pd en hylla star det en rad bocker. Bockerna ér olika tjocka. Det star
20 bocker till vanster om den tjockaste boken och 22 bocker till
hoger om den tunnaste boken. Bdde den tjockaste boken och den
tunnaste boken star bredvid den dldsta boken.

Vilket &r det minsta mojliga antalet bocker pa hyllan?

NAMNAREN NR3-2021

7



8

NAMNAREN NR3-2021

20 bicker till viinster om den tjockaste boken.
22 bocker till higer om den tunnaste boken.

Bdde den tjockaste boken och den tunnaste boken stdr bredvid den dldsta
boken. Det finns tva olika utfall:

For utfall 1stills bockerna sa hir:

Totalt ir det 20+ 1+1+1+22=45bdscker pa hyllan.

For utfall 2 stills bockerna s hir:

20

A
[ |
( J
Y

22

Hir finns det tva siitt att rikna ut antalet bocker pd hyllan. Bida utrikning-
arna ger svaret 41 som ir det minsta antalet bicker pd hyllan.

1. Enligt det stdr 20 bicker till viinster om den tjockaste boken, kan vi
rikna ut att det stdr 20— 1-1=18 bocker till vinster om den tunnaste
boken. Enligt 22 bicker till hioger om den tunnaste boken kan vi rikna
utatt det stdr 22—1-1=20 bocker till héger om den tjockaste boken.
Totalt ir det 18 +1+1+1+20=41 bocker pd hyllan.

2. Det hiir fallet kan ocksa riknas som ett staplingsproblem, diir den
ildsta boken ir inkluderad bade i de 20 bicker till vinster om den
tjockaste boken och de 22 bicker till higer om den tunnaste boken.
Dirfor blir det totala antalet bocker 20422 -1=41.

Huvud- och benproblem

En kyckling och en kanin har ett huvud var men olika antal ben. Nir vi vet
summan av antalet huvuden och summan av antalet ben, kan vi rikna ut
hur manga kycklingar respektive kaniner det finns. Sidana problem kan
kategoriseras som huvud- och benproblem som kan I6sas pa flera olika sitt.
Sjilvklart behover inte alla huvud- och benproblem nédvindigtvis handla
om kycklingar och kaniner eller ens om andra djur.

Uppgift 151 Ecolier 2014 ir vil anpassad for att visualiseras med hjilp av
rutor. [ uppgiften kan varje dag under veckan riknas som ”huvud” och vad
Bobby itit varje dag kan ses som "ben”.




Kaninen Bobby tycker mycket om kalrétter och morétter. Varje dag
ater han antingen

9 mordtter
eller 2 kalrotter
eller 1 kalrot och 4 mordétter.
Forra veckan at Bobby 30 mordtter.
Hur manga kalrdtter 4t han under veckan?
De viisentliga villkoren frin uppgiften kan sammanfattas och visualiseras
som i figuren nedan. Eftersom det dr antalet konsumerade kalrotter under

veckan som ska riiknas, behover vi veta vad Bobby itit varje dag under veckan.
Sju rutor skapas for att representera varje dag under veckan (huvud).

ZIRIE
v ;;

9 morétter 1 kdlrot och 4 moritter

2 kalritter

Eftersom Bobby 4t 30 mordtter férra veckan kan vi vara siker pa att antalet
dagar Bobby itit 9 mordtter maste vara ett jaimnt tal. For om det var udda
dagar med 9 mordtter, blev summan av antalet konsumerade mordtter under
en vecka alltid ett udda tal, oavsett hur manga dagar med (1 kdlrot och) 4
mordtter Bobby étit. Men detta motsiger hela veckans konsumtion pa 30
mordtter, vilket dr ett jimnt tal.

Vidare kan antalet dagar med 9 mordtter hogst vara tva eftersom fyra
dagar med 9 morotter per dag dr 36 mordtter, vilket ér fler in 30 morétter.
Sedan kan vi testa med ingen respektive tvd dagar med 9 morotter.

=2lr=l === 1=
77 77 77 77 77 77
/7 77 v YA 77 Y4

Ingen dag med 9 morditter per dag. Det blir maximalt 28 mordtter, alltsd inte 30.
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Tvd dagar med 9 mordtter per dag. Detinnebir att Bobby maste ita30-18=12
mordtter totalt under resten av veckan. Det blir tre dagar med 4 mordtter
per dag och sedan tva dagar med bara kalrotter. Totalt 3+4 =7 kalrotter.
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Enliknande exempel ir uppgift 14 i Ecolier 2010. Hir kan fem ginger pa ons-
dagen anses som "huvud” och bilar eller bussar representerar "ben”.

En farja gar dver floden. Den tar antingen 10 bilar eller 6 bussar at
gangen. Pa onsdagen gick farjan over floden 5 ganger. Varje gang
var den fullastad. Den tog totalt 42 fordon.

Hur manga av dem var bilar?

Strackor

Strickor kan upplevas som mer abstrakta in bade pilar och rutor, och anviinds
ofta for att visualisera relationer mellan kvantiteter. Vikinner igen den omfat-
tande anviindningen av striickor i distans- och hastighetsproblem i fysiken,
men det passar ocksa bra for exempelvis differens- och kvotproblem samt
lingdjimforelseproblem.

Differens- och kvotproblem

Uppgift 17 i Ecolier 2016 handlar ocksi om huvuden och ben. Men den ir
inte ett huvud- och benproblem eftersom uppgiften handlar om endast ett
objekt, hundar, och inte flera olika objekt som i tidigare huvud- och benpro-
blem. Nir vi i en uppgift vet differensen mellan tvi kvantiteter och samti-
dig kvoten mellan dem, kan uppgiften kategoriseras som ett differens- och
kvotproblem. Sddana uppgifter kan litt visualiseras med striickor.

Mina hundar har tillsammans 18 fler ben &n nosar.
Hur manga hundar har jag?

[uppgiften fr vi veta att differensen mellan antalet ben och antalet nosar hos
hundarna ir 18, samt att for varje hund dr kvoten mellan antalet ben och nos
4:1 eftersom varje hund har fyra ben och en nos. D kan uppgiften visualiseras:

A

Antalet nosar @————@

A A A A

Antaletben @ ¢ C O 0

Antalet hundar ir lika med antalet nosar. Vi kan se fran bilden att differen-
sen mellan antalet ben och antalet nosar pa 18 som anges i uppgiften mot-
svarar exakt tre mingder om alla miangder ir lika stora. Dé far vi att antalet
hundar som motsvarar en mingd méiste vara 18/3=6.

Lingdjamforelseproblem

Nir en uppgift anger differenserna av lingd mellan olika objekt, kan upp-
giften kallas for lingdjimforelseproblem. Uppgift 18 i Ecolier 2017 ir ett
sadant problem.

Max, Ronja, Karim, Jan och llona stickade halsdukar. Jans halsduk blev
langst. Den ar 5 cm langre an Ronjas. Karims halsduk blev 10 cm kor-
tare an llonas halsduk, som ar exakt 95 cm. Max stickade sa att hans
halsduk blev 30 cm ldngre dn Karims men 10 cm kortare &n Ronjas.

Hur Idng ar Jans halsduk?
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Jans halsduk #r 5 cm lingre in Ronjas och Max halsduk ir 10 cm kortare in
Ronjas. Dessa relationer kan visualiseras sa hiir, dir strickorna inte motsvarar
de exakta lingderna, men dir skillnaden mellan lingderna markeras. Max
stickade sa att hans halsduk blev 30 cm lingre in Karims. Denna relation
innebir att Karins halsduk ir 30 cm kortare in Max halsduk, vilket visuali-
seras med en kortare stricka.

Jan ® |
5
Ronja @
10
Max C |
Karim @ . 3 30 ‘

Till sist kan vi rita Ilonas halsduk som enligt informationen ir lingre in Karims
halsduk som blev blev 10 cm kortare in Ilonas halsduk, som ir exakt 95 cm:

Jan ® |
5
Ronja @
10
Max @ |
Karim C 0
10
Ilona
95

| “1
Frin bilden kan vi rikna ut att Jans halsduk #r 5 + 10 + (30 —10) = 35 cm
lingre dn [lonas halsduk. D4 blir lingden pa Jans halsduk 95 + 35=130 cm.

Sammanfattning

I den hir artikeln anvinder jag kinguruuppgifter for att visa olika typer av
material och tre problemldsande visualiseringsverktyg som kan bli tanke-
verktyg: pilar, rutor och strickor. Jag hoppas att elever och lirare kan dgna
mer uppmirksamhet it att forbittra formagor som textforstielse och inre
mentala bilder genom forstielsen av dessa material och verktyg. Naturligtvis
finns det fler frigetyper och verktyg som ir limpliga for visualisering in de
som nimns i artikeln.
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