Larartankar

med Hdkan Lennerstad

Komplexa jamna kvadrater

ad sjutton gor studenterna? Jag sitter och rittar tentor och ser hur

studenterna har forsokt 16sa den komplexa ekvationen z° :% +i.

Manga skriver z= i\/? och tappar da genast poing, fér man bor
inte skriva rotter av komplexa tal. Men sedan lyckas flera indd med att riikna ut
att % +i= (Z—E")Z med nigon sorts kvadratkomplettering som jag inte sett férut.
Och de far fram riitt svar. Vad pagar? Jag kunde inte slippa det!

Ut pa komplexa talplanet

Talen1,4,9,16, 25,36 och si vidare kallas som bekant de jimna kvadraterna, helt
enkelt for de ar kvadrater av heltal: 1=1%, 4=2% 9=3... Det betyder att dven O
ir en jamn kvadrat, eftersom 0=0% och O ir ett heltal. Annorlunda sagt: V1,4,
19 och sd vidare ir heltal men tyvirr inte till exempelvis 12,13 och 15.

Samma idé kan vi undersoka for komplexa tal. De har som bekant det spe-
ciella talet i (i elektronik ibland betecknat med j) med egenskapen i*=—1. Man
kan utan att tveka rikna vidare hir som vanligt, och anviinda i’ =1 nir i* dyker
upp, eftersom alla riknelagar for reella tal giller dven for de komplexa. Forutom
enrikneregel: olikheter fungerar inte. Uttryck som 3i > 1+ ir helt meningslosa,
de betyder ingenting (diremot ir |3i| > |1+ i| meningsfullt och dessutom sant,
eftersom bade |3i| och [1+i] ir reella tal).

Salat ossutvidga heltalen till komplexa heltal, alltsa tal som 1+ioch 3—4i. De
kallas Gaussiska heltal vilket innebir att de iir tal a + bi dir bdde a och bir heltal.
Man kan sitta ut dem som alla heltalspunkter i komplexa talplanet.

S3, vilka tal ir kvadrater pa Gaussiska heltal? De iir vira komplexa jimna kva-
drater. Finns det minga sddana? Var finns de?

Tarvi(1+i)*=1-1+2i=2isom exempel betyder det att 2i ir en komplex jimn
kvadrat, eftersom det dr kvadraten av det Gaussiska heltalet 1+ i. D4 ir faktiskt
dven —1,—4, -9 och —16 komplexa jaimna kvadrater, ty de ir kvadraterna av i, 2i, 3i
och 4i. Generellt uttryckt: kvadraterna av n(1 + i) ger de jimna kvadraterna 2n*.

Genvag for manga andragradsekvationer

Detta gor det littare att 16sa en andragradsekvation med komplexa tal.

Ekvationen: 2>=2i
kan vi nu 16sa genom att skriva 2i som en kvadrat: 22 =(1+i)
som ger direkt: z=+(1+1).
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Vi fick bida losningarna genast genom att vi visste att 2i ir en jimn kvadrat.
Kan man alltid gora si hir? Ja, om hogerledet ir en jimn kvadrat! Och de jimna
kvadraterna ir faktiskt inte svdra att kiinna igen.

Pythagoreiska trippler

For vart fortsatta resonemang kommer viatt ha anviindning av de si kallade pytha-
goreiska tripplarna. De ir heltalslosningar till Pythagoras sats och kan dérfor ritas
som ritvinkliga trianglar. Det enklaste exemplet ir 3, 4, 5, som ibland kallas for
en egyptisk triangel. Det ir en pythagoreisk trippel eftersom 32+ 4° =9 +16 =25,
som ir lika med 5% P4 samma sitt 4r dven 6,8, 10 och 9,12, 15 och 30, 40, 50 och
300,400, 500 pythagoreiska tripplar.

Hir har vi en serie, allamultipler av 3,4, 5. Och det finns fler, nista ir 5,12,13
och allamultipler av dem. Man kallar ofta 3,4, 5 och 5,12, 13 for primitiva efter-
som de inte ir multipler av nigon annan trippel.

Samtliga pythagoreiska tripplar gr att skrivamed hjilp av tva heltalm och n diir
viantar att m>n. De pythagoreiska tripplarna ir da talen (m*—n?, 2mn, m*+n?)
och derasmultipler.

Vi kan se att m=2,n =1 ger trippeln 3, 4, 5, den egyptiska trippeln (eller
triangeln). Det 4r ocksa litt att kontrollera att m*—n”, 2mn, m”+n” uppfyller
Pythagoras sats.

Tillbaka till de komplexa jamna kvadraterna

Kvadraten av a + bi ir forstas (a + bi)* = a*— b” + 2abi, sa de komplexa jimna kvadra-
terna ir talen @’ — b’ + 2abi for alla heltal a och b. Hir finns en ganska stor likhet
mellan uttrycken a’—b*+ 2abi och m* —n?, 2mn, m’ +n”. Har vi kanske en komplex
jaimn kvadrat om real- och imaginirdelarna iir de tva forsta talen i en pythago-
reisk trippel? Lat oss kalla ett saidant par; m>—n’, 2mn, for ett pythagoreiskt par.

Nja, det stimmer inte riktigt med var jimna kvadrat 2i=(1+1)>. Men det
beror bara pd att vi behover tillta 0. Talet O fungerar inte {or trianglar, for om
en sida har lingd O dr det inte ndgon riktig triangel. Men 0, 2, 2 ir ind onekli-
gen en trippel som uppfyller Pythagoras sats: 0*+ 2°=2%

Lat oss tillita m =n, och utvidga de pythagoreiska tripplarna ocksi med
0,20, 2n” diir nir ett heltal. D4 ir ocksa O, 2n” ett pythagoreiskt par.

Annu en utvidgning av vira pythagoreiska par ir att tillita negativa tal som
ir forbjudet for en triangels sida. Om x + iy iir en komplex jimn kvadrat dr nimli-
gen dven x — iy, —x + iy och —x iy komplexa jimna kvadrater. Om x + iy = (a + ib)’
giller att x—iy = (—a+ib)’, —x +iy = (b +ia)* och —x—iy=(b—ia)’ si vi behover
inte bekymra oss dver tecknen niir vi letar pythagoreiska par. Det betyder att
ett pythagoreiskt par m*—n’, 2mn, dir m och n ir heltal, girna noll eller negativa,
svarar precis mot en komplex jimn kvadrat m*—n® + 2mni.

Trippeln 5,12, 13 ger pa samma sitt de jimna kvadraterna 5+12i, -5+ 124,
5-12ioch —5-12i, eftersom 5+12i = (4 + 3i). Trippeln 15,8,17 ger de fyra jimna
kvadraterna +15+ 8i.
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Kedjor av komplexa jamna kvadrater

Om vi vill kan vi ocks3, i likhet med pythagoreiska tripplar, kalla en komplex
jimn kvadrat a + bi fér primitiv om den inte ir en multipel av ndgon annan kom-
plex jamn kvadrat. Multiplerna ir p*(a + bi) for p=1,2, 3 ... eftersom faktorerna
maste vara jimna kvadrater.

Noteraattom a + biir en jimn kvadrat sd &ir b+ aiiallminhet inte nigon jaimn
kvadrat. Men 2b + 2ai ir det faktiskt! Som alltsd svarar mot en multipel av samma
pythagoreiska par, men dir a och b ir omkastade. For om b+ ai =m* —n’+ 2mni,
sd kan vi dven skriva 2b + 2ai pa samma siitt, men med andra heltal:

2b+ai) = 4dmn+2(m’—n’)i
= 4mn+2m+n)(m—n)i
[sittk=m+nl=m-n} = (2m)(2n)+2(m+n)(im-n)i
{alltsd 2m=k+1,2n=k-1} (k+D)(k-1)+2kli
= KPP+ 2kli
dir koch Lir heltal. Om a, b ir ett pythagoreiskt par, sa ir allts diven 2b, 2a det.
Vikan kalla 2b + 2ai en pseudo-multipel av a + bi. Exempel: 8 + 6i iir en pseudo-
multipel av 3 +4i. S& for varje pythagoreiskt par g, b finns det en gren som bestar
av alla dess komplexa jimna kvadrater, multipler och pseudo-multipler. Det ir

ensick-sacklinje frin origo uti oiindligheten. Bérjan av en sddan gren blir s hir
om vi riknar upp dem med varannan multipel och varannan pseudo-multipel:

a+bi, 2(b+ai), 4(a +bi), 8(b + ai), 9(a +bi), 18(b + ai), 16(a +bi) ...

Imagingraxeln |, | _ ’ ?érjan kav {;m tgrenar av

jamna kvadrater:

0T 1,0 (tunn)

60T ’ 3,4 (fer)
5,12 (normal)

o1 8,15 (tunn)

20+ 21,20 (streckad)

, Det éir alltsd talen p’(a+bi)

0 pA 100 150 och 2p°(b+ai) forp=123...
Realaxeln

Generella komplexa kvadratrotter

Rent generellt har vi:

x+iy:(i(W+i'sign(y)W))z

dir sign(y) dr tecknet pd y, det vill siga +1 om y>0 och -1 om y<0. D4 ir
vy =sign(y) |y|. Denna formeln men finns till exempel pad Wikipedia. Man kan
testaden genom att sittain exempelvis y =0 eller x=0. Eller genom att kvadrera
och rikna pa. Man kan givetvis alltid 16sa en andragradsekvation med denna
formel, om man vill.

Nu kan vi notera att om x, y ir ett pythagoreiskt par sd dr forstas Vx” + y” ett
heltal. Da bildar x, y, Vx* + y* en pythagoreisk trippel. Om man tittar pa formeln
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si maste da dven (Vx’ + v +x)/2 och (1x* +y” —x)/2 vara jimna kvadrater for att

x +1y ska vara en komplex jaimn kvadrat. Men kan vi veta det?

Jodam for en pythagoreisk trippel kan skrivas m* —n?, 2mn, m*+n?. Och dd ir:

WHytx _m-n’+m’in’ _2mb .
= = “—somir en jimn kvadrat!

2 2 2
Och (1x? +y* —x)/2 = n”. Réttterna ur ett komplext tal m’ —n” + 2mni ir saledes
m+nioch —m—ni. Forstas.
Den jimna kvadraten —7 + 24i iir hyperkvadratisk. Dess avstind till origo dr
nimligen 25, som ocksa ir en jimn kvadrat! Det intriiffar nir m, n ir ett pytha-
goreiskt par, till exempel 3, 4, som ger —7 + 24i.

De jamna kvadraterna placering i komplexa talplanet

Forl,4,9,16 ... blir det allt lingre frin en jimn kvadrat till niista. Ligger de kom-
plexa jimna kvadraterna ocksa allt glesare niir vi kommer lingre frin origo? De
jimna kvadraterna i férsta kvadranten, uppriknat med vixande avstind frin
origo, borjar sa hir:
0, 1, 2i, 4 3+4, 8 9, 8+6i, 5+12i, 16, 15+8i 18i 12+16i
01 2 4 5 8 9 1 13 16 17 18 20
Nedpre raden ir kvadratens avstand till origo. De ir alla heltal, eftersom detta
avstdnd dr det tredje taleti den pythagoreiska trippeln.
[ dennalistaidr4,9 och 16 multipler
av 1. Talen 8i och 18i dir multipler av
2i men ocksa pseudo-multipler av
1. Talet 12 +16i ir multipel av 3 + 44,
och 8 +6i iir dess pseudo-multipel.
Alla 6vriga dr primitiva. Alla ikta
multipler p*(a+bi)forp=1,2,3... lig-
ger pd samma riita linje genom origo.
NN N Det enda undantaget hir ir O,
5000 15 R0 S somligger pd samma rita linje som
4,9,16 och 2i, 8i, 18i utan att vara

multipel. For multiplikation forblir O, additionens neutrala element, ett pro-
blembarn. Det ir ett undantag inte bara for division.
Gauss cirkelproblem ir problemet att rikna ut antalet heltalspunkter som lig-
ger innanfor en cirkel med centrum i origo och radie 7. Eftersom man kan para
ihop varje heltalspunkt med en ruta som har area 1, bor antalet heltalspunkter
ungefir vara cirkelns area; i’ (Gauss bevisade att felet i denna uppskattning inte
kan vara storre dn 212sr).

Eftersom det bara iir heltalspunkter inom en cirkel med radie Vr som har kva-
drat med radie hogst 7 har vi ungefir mu(fr ) = nir komplexa jamna kvadrater

- 25
Imagindraxeln

20

innanfor en cirkel med radie 7. Det betyder att deras tithet, antalet dividerat
med areanien sidan cirkel, ir ungefir 1/r. Justorre cirkel, desto glesare. Detsamma
giiller for jimna kvadrater pa tallinjen.
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Var finns dessa komplexa kvadrater?

De jimna komplexa kvadraterna visar sig ligga lite gesare pa imaginiraxeln (24,
8i,18i..) in pa realaxeln (1,4, 9 ...). Det finns ocksa ett mer analytiskt sitt att
hitta dem. Eftersom x = a?—b* och y=2ab, for alla heltal a och b, s& kan vi beskriva
innu tydligare var kvadraterna dr. Om vi betraktar b som en konstant och loser
ut y som funktion av x ur dessa ekvationer, fir vi y? = 4a*(x + a?). For varje heltal
a har vi en parabel. For a=1,2,3 dr det y?=4(x +1), y*=16(x +4), y*=36(x + 9).
Pa dessa linjer maste de jimna kvadraterna ligga.

Tinker vi pd a som konstant och gér samma sak fir viy? = 4b*(b>— x). De kom-
plexa kvadraterna ligger pa bida parablerna. Alltsd i parablernas skirningspunk-
ter. Eftersom en parabel y?= A(x - B) har sin fokuspunkt i (B + A/4,0) betyder
det faktiskt att origo ir fokuspunkten f6r samtliga parabler i figuren!

7 | NS i 345 \

=i =S
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il ] N 7L

Rationella komplexa jamna kvadrater

Sa vi ir pa jakt efter pythagoreiska par. Ar %+i en jimn kvadrat? Forlinger vi

safarvi % +i= L%% och det pythagoreiska paret 3,4 dyker upp! Vi sig tidigare

att3+4i=(2+1),s4
3, 344 _(2+iy
2 4i= (&£
4 s 5
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Vifinner ganska litt med pythagoreiska par att kvadraten pa 1+ diiir 3 +i. Men
vi maste ju inte begriinsa oss till heltal. Eftersom vi alltid kan férlinga med en
konjugatkvantitet kan vi alltid ha nimnaren reell som

142 1420 3-4i _ (1+2)(3-4i) _

3+4i 3+4i 3-4  9-16 7
Om nidmnaren ir en jimn kvadrat och tiljaren ir en komplex jimn kvadrat har
(4+30) (4+30) (4+3i)

4 7 9 7 16

vienrationell komplex jimn kvadrat. Till exempel ir 4 + 3,
och sa vidare rationella komplexa jimna kvadrater.

Om vistartar med en komplex jimn kvadrat a + bi (exempelvis en primitiv)
kan visiga att alla tal 2(a + bi) diir p och g ér heltal (g = 0) ir rationella komplexa
jaimna kvadrater. Alla dessa ligger pa en rit linje genom origo och a + bi. Det ir
pa grund av att forhallandet mellan real- och imaginirdelen dr samma fér dem
alla. I en cirkel med radie 7 finns det férstas hur ménga rationella komplexa jimna
kvadrater som helst. Vi kan pa detta siitt dven ldsa en del andragradsekvationen

. . . . 2 3+4i e 2+i
som harirrationella lésningar. Ekvationenz°= =5 ger julosningarnaz=* V7 -

Tillbaka till studenterna

En student hade skrivit en utforlig l6sning. Han skrev % +isom ochsedan
med 3+4i=a’—b*+ 2abi testar 2ab=4. Da kan a=2 och b=1 e?ler tvirtom.
Med a=2och b=1blira’~b*=4-1=3.Sa3+4i=(2+1)". En 16sning funnen!

Han hittade heltal a och b som uppfyller 2ab =4 och kontrollerade om nagot
av dem dven stimmer med a’— b?=3. Det iir en metod! Han undersokte om 3 + 4i
ir en komplex jimn kvadrat.

3+4i

Olika konventioner for kvadratrotter

Vimatematiker tycker inte om att skrivay2i=1+ieftersom vi inte vill skriva roten
ur ett komplext tal. Varfor? Ja, vad borde 12i betyda? Det borde vil vara en 16s-
ning till 2= 2i. Men eftersom —1 —i ocksa dr en [osning, sa kan viisa fall lika girna
skriva V2i =—1—1i. Problemet ir att \2i inte ir entydigt. Vilken av de tvd avses?

Hir dr det annorlunda for reella tal. Vi har bestamt att 2 =1414..., inte att
2 =—1,414... Konventionen for reella kvadratrotter dr den positiva roten. Det
girinte lika litt att bestimma en sidan konvention for komplexa tal.

Den vanligaste konventionen ir nog attV2i betyder bada rétterna, siledes en
helt annan konvention in den for reella tal. Dirfér behdver man vara forsiktig.
Enklast iir att undvika att skriva roten ur ett komplext tal.

Pg-formelns vetenskaplighet

For dvrigt sd anser jag att var och en som anvint pg-formeln minst 100 ginger bor
2

nigon gang ha fattse hurmankansittainx=— £ + % —q iuttrycket X’ + px +q,

och se att det hela efter en del kalkyl till slut blir noll. Det ir viktigt att verkligen

testa vetenskapliga sanningar. Annars kan vetenskap inte skiljas fran religion.
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