David Taub

Djupare matematik med
elementara metoder

Genom att tanka lite djupare kring ett till synes ganska enkelt taluppfattnings-
problem kan elever redan i arskurs 7 ges mojlighet att féra algebraiska
resonemang och utveckla sin forstaelse for tal i brakform.

ning att "framit” betyder "mer avancerade metoder”. Nir en elev ver-
kar behirska en metod fir hen oftast tillging till en mer avancerad
metod. Om hen till exempel behirskar enkla ekvationer fir hen kanske lira sig
hur man l6ser andragradsekvationer. Problemet hir dr ofta att man gir fran en
ytlig behandling av en metod till en annan ytlig behandling av en mer avance-
rad metod. Man kan d4 missa chansen att utforska djupare och mer intressanta
idéer inom matematiken.
Ett bra exempel dok nyligen upp i en Facebookdiskussion om féljande pro-
blem frain Matematikportalens julkalender for arskurs 7:

A1
4 A
En lirare stillde frigan hur en elev i sjuan skulle kunna 16sa problemet d4 ved-
erborande tyckte att det kriver kunskap om andragradsekvationer:
A 4
4A T 4A”
Man kommer da fram till att A =2 ir den enda l6sningen. De flesta var dverens
om att idén bakom uppgiften troligtvis bara var att eleverna skulle anviinda sin
taluppfattning eller prova sig fram till ett svar som i detta fall ir ganska enkelt
att hitta.

Nigon poingterade att dven om det ir litt att hitta samt visa att A=2 ir
en 16sning, ir det betydligt svarare att visa att det 4r den enda l6sningen utan
kunskap om andragradsekvationer, i synnerhet om vi antar att det inte bara
handlar om rationella tal. Men det gir alldeles utmiirkt att visa detta med bara
“elementiita metoder” som en elev i sjuan kan behiirska. Det kriver bara lite
djupare tinkande. Vi kan bérja med en enkel analys som kan vara anvindbar
dven for att hitta A=2.

D et tycks finnas en allmin uppfattning inom matematikundervis-

1 = A*+4=4A = A’—4A+4=0

4+ A<Oiromoijligt da VL skulle vara negativ
4+ A=0ir omdjligt dd man inte kan dela med noll

NAMNAREN NR2-2021

51



4+ As<liromoiligt dd VL skulle vara for stor pa grund av andra termen
4+ A=4iromojligt dd VL skulle vara for stor pa grund av forsta termen.

Med denna enkla analys fir man direkt att 1< A <4. Om man vill undersoka
heltal forst har man bara 2 och 3 att prova. D4 hittar man A=2 snabbt och
enkelt, byggt pa resonemang,.

Elementara metoder

Vad hinder om vi tillater andra typer av tal férutom heltal? Det finns méinga
sddana mellan 1 och 4. Hur kan en elev i sjuan vara siker pa att det inte finns
andra l6sningar? Jag kommer att forklara tva snarlika metoder som bara anvin-
der grundliggande algebra och goda kunskaper om brik.

Idén hiir dr att utga fran losningen A =2. Vi kan di utforska vad som hiinder
om vi borjar "gd ifran” var losning: vad hinder om A bérjar bli stérre (men min-
dre in 4) och vad hinder om A bérjar bli mindre (men stérre dn 1)?

Forst behover vi tinka genom vad 16sningen A =2 betyder. Problemet blir da:

% + % =1
Vad hiinder om vi 6kar A, s att det ir lite storre dn 22 D4 blir forsta termen pa
VL lite storre och andra termen lite mindre. Om summan fortfarande ska vara
lika med 1 méste storleken pd denna indring vara detsamma f6r bide termerna.
Nu kan vi forsoka formalisera detta med lite algebra. Det finns tvd enkla siitt

att visa att A blir lite storre dn 2. Vi visar bada.

Oka lite grann

Forst kan man ligga tillndgonting till 2 och titta pd vad som hinderom A =2+ x
dir O<x<2. D4 har vi 6kat A lite grann.

Andring pi forsta termen: 2 sindras till 25X, Okningen ir da lika med:

4 4
24x 2 _ X
4 4 4

Andring pa andra termen: % dndras till 5 }_ e Minskningen ir da lika med:
1l _ _2+x 2 X

l_ - =
2 2+4x  2°(2+x%)  2:(2+x)  4+2«x

Om summan fortfarande ska vara lika med 1 miste 6kningen och minskningen

vara lika stora. Men det ir litt att se att X > X
47 442«

Vi har nu visat att det inte kan finnas nigra andra l6sningar mellan 2 och 4.

och di kan de inte vara lika.

Samma metod kan anvindas for 2—x dir O<x<1 och limnas som en &vning

till lisaren.
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Multiplicera med en faktor

Man kan genomf6ra en liknande analys genom att multiplicera 2 med en fak-
tor istillet for att addera ett tal. Hir jaimfor vi A=2 med A=2k dir 1<k<2
som dven det ger tal mellan 2 och 4. Vi gor nu exakt samma analys som ovan.
Algebran kan delvis betraktas som nigot enklare i detta fall.

Andring pé forsta termen: % dndras till ZTk Okningen ir da lika med:

2k 2 k1 _ k-1

4 472 2 2
1

Andring pi andra termen: % dndras till 5 Minskningen ir da lika med:

2k

1 1 _k_1_k-1

2 2k 2k 2k 2k
Om summan fortfarande ska vara lika med 1 maste kningen och minskningen
vara lika stora. Men det ir litt att se att =1 > =1 Ny har vi dnnu en ging
visat att det inte kan finnas ndgra andra 16sningar mellan 2 och 4. Matematiken
och analysen hir ir egentligen detsamma for L k<1 for att visa att det inte
finns ndgra losningar mellan 1 och 2. Hir har vi bara anvint grundliggande
algebra samt idén att hitta en gemensam nimnare for att subtrahera tva tal i

brakform. Sjilva analysen grundas i den enkla idén att en stérre nimnare bety-

der ett mindre tal.

Digitala verktyg

Det finns naturligtvis bra sitt att analysera uppgiften med hjilp av digitala
verktyg utan att behova ta till penna och papper. Geogebra gar utmiirkt att

anvinda hir. Man kan borja med att rita upp y:% +}C— och y=1samt deras
skirningspunkter.
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I grafen kan man se att det bara finns en 16sning. Aven om man inte har anvint
djupare matematik, finns det andra fordelar med att titta pa problemet pa
dettasitt. Man ser att det inte finns ndgra losningar dar summan dr mindre in 1
(hir tittar vi bara pa positiva summor) samt att det finns tva [6sningar om sum-
man dr storre dn L.

Hir finns utrymme att anviinda de mer avancerade metoderna som vi und-
vek tidigare for de eleverna som behirskar dem. Hur ser [6sningar ut for andra
summor? Finns det andra summor som har heltalslésningar? Rationella 16s-
ningar? Hur kan man veta det?

Man kan ocksd anvinda grafen for att stodja en annan typ av analys. Vad
hinder nir x blir vildigt stor? Eller vildigt niira 0? I det forsta fallet blir % vil-
digt stort och % vildigt litet. Vi kan d4 tinka att det blir niirmare och nirmare
y= % Vi testar:

| B
8|

y=x/4
3 z 3 3 13 10 72

I grafen ser man att det verkar stimma ganska bra. En liknande analys kan
genomforas for x vildigt nira O.

Med hjilp av digitala verktyg har vi kunnat analysera uppgiften och fortfa-
rande halla oss till elementira metoder. Vi har ocksd anvint dem for att inspi-
rera till en intressant anvindning av mer avancerade metoder.

Djupare matematik

Det kan ofta finnas djupare matematik dven i till synas enkla uppgifter —
om man bara letar efter den. Det kan finnas manga fordelar for eleverna att
utforska djupare matematik istillet for att hasta sig fram till niista metod. Det
ir ett bra sitt att forbiittra deras resonemangforméiga samt att skapa djupare
insikter och forstaelse for matematik.

N
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