Linda Marie Ahl & Ola Helenius

Ett ramverk for progression

Forfattarna presenterar ett ramverk som larare och studerande kan
anvédnda da de vill se ndrmare pa hur progressionen i begreppsutveckling
ser ut i matematikldromedel. | foljande artikel Lédroboksbrdk beskriver en
ldrarstuderande hur hon har anvant ramverket i sitt examensarbete.

"Eleven har mycket goda kunskaper om matematiska begrepp och visar

det genom att anvinda dem i nya ssmmanhang pa ett vdl fungerande sitt.
Eleven kan iiven beskriva olika begrepp med hjilp av matematiska uttrycksfor-
mer pa ett vil fungerande siitt. I beskrivningarna kan eleven vixla mellan olika
uttrycksformer samt fora véilutvecklade resonemang kring hur begreppen rela-
terar till varandra.”

Progression! Ett ledord for varje lirargirnings anstringning; men vad inne-
bir det att eleven uppvisar progression i sin kunskapsutveckling och hur repre-
senteras progression i vira matematikliromedel? Vi kommer hir forst att kort
rekapitulera hur vi ser pa progression, med fokus pa begreppskunskap och dir-
efter beskriva den teoretiska grunden for vira stillningstaganden. Om du ir
mer intresserad av essensen av progression i begreppskunskap kan du lisa mer
i Niamnarenartikeln Eit sétt att tinka pd progression i begreppskunskap. 1 f51-
jande text kommer vi huvudsakligen att fokusera pa ett ramverk for att under-
soka progression i begreppskunskap i matematikliromedel.

Som vi kan se i kursplaneutdraget ovan s dr mélet for vir undervisning
att eleverna ska ha mycket goda kunskaper om matematiska begrepp och att
de kan beskriva dem med matematiska uttrycksformer. Nu ir det inte helt
enkelt att ringa in vad som dr mycket goda kunskaper om matematiska begrepp
for en 15-aring. Mycket tydligare ir skrivningen om att de begrepp som elev-
erna behirskar ska de kunna uttrycka med matematiska uttrycksformer.
Eftersom vi ir fortjusta i kvotkonstruktioner, som brak, division och rationella
uttryck, och inte nog kan poiingtera dess betydelse for var andra skolmatema-
tiska fibless, de proportionella resonemangen, tar vi iven denna ging avstamp
i kvotkonstruktionerna; nirmare bestimt i hur progression i kvotbegreppet
representeras i matematikliromedel.

I Skolverkets kunskapskrav for betyg A 1 matematik i rskurs 9 kan vi lisa:

Vad ar progression i begreppskunskap?

Kunskap om matematiska begrepp utvecklas dver tid. Men hur gir det till
nir begreppen ges mening? I begynnelsen av utbildningen finns bara ett sitt
att ge begrepp mening: situationer. Notationen 1/3 iir helt obegriplig for en
6-aring, men att tre barn som ska dela pd en tirta fir en tredjedel var ir rim-
ligt om man anfér nigot slags riittviseargument. Nista steg ir att beskriva
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situationen med ikoniska representationer. Ikoniska betyder som liknar det
betecknade”. Vi kan alltsé rita en tarta skuren i tre delar for att representera
en tredjedel. Situationerna och de ikoniska representationerna ir alla matema-
tiska begrepps gryning. Men nigonstans i elevernas progression av begrepps-
kunskap ska situationerna och de ikoniska representationerna successivt fasas
ut eftersom de icke-ikoniska representationerna, som utgors av det matema-
tiska symbolsystemet, iir nyckeln till progression och till uppfyllelse av kun-
skapskravet for betyg A i drskurs 9. For progression i begreppskunskap maste
det foljaktligen finnas ett skifte frin forklaringar av begrepp med hjilp av situ-
ationer och ikoniska representationer till forklaringar i det matematiska sym-
bolsystemet. Det hir sittet att se pa saken kan ocks3 relateras till psykologen
Jerome Bruners principer fér progression diir barnet gir frin att hantera kun-
skap i handling, via att hantera kunskap som formedlas i ikoniska representa-
tioner till att hantera kunskap i symbolisk form. Eftersom matematikunder-
visningen i mycket hog utstrickning forlitar sig pa liromedel &r det rimligt att
detta skifte stods i den beskrivna progressionen av begreppskunskap i véra
liromedel. Med denna utgingspunkt har vi utvecklat ett ramverk och vi har
anvint det for att undersdka den beskrivna progressionen av begreppskun-
skap fran arskurs 1 till 9. Som tidigare nimnts var fokus for var undersdkning
begreppsfiltet kvotkonstruktioner.

Ramverk for att undersdka progression i begreppskunskap

Ramverket baseras pa tvd metodologiska principer: (1) progression i begrepps-
kunskap definieras som en utvidgning av individens begreppsfilt och (2) repre-
sentationer klassificeras som situationsbetingade, ikoniska eller symbolsystems-
betingade. Dessa bada principer operationaliseras enligt foljande i var analys:

1. Viidentifierade forst tillfillen dir liroboken, som en representant for
forfattarna, gor matematiska pastienden, framfér argumentet eller ger
mening at begrepp relaterade till det valda begreppsfiltet. For varje sddant
fall utviirderade vi i vilken form kommunikationen presenteras; det vill
siga om den presenteras som en situation, som en ikonisk representation
eller av icke-ikoniska symboler i ett symbolsystem.

2. Direfter kategoriserade vi vilken funktion pastiendet, argumentet eller
beskrivningen hade. Efter en preliminir empirisk understkning fann vi tre
typer av funktioner: begrepp diir nagot begrepp ges mening, procedur dir
néigon procedur beskrivs och samband diir ett samband mellan begrepp
utforskas, forklaras eller beskrivs.

Sammanfattningsvis ger analysen en tvidimensionell beskrivning av vilken
typ av representation det ir och den funktion som representationen har. For
att fortydliga processen visar vi nagra exempel. I sjdlva verket gors kategorise-
ringen av hur representationerna férekommer pd ett lite mer intrikat sitt och
det forklarar vi med hjilp av féljande exempel himtade fran Favorit Matematik
arskurs 1-6 och Matte direkt drskurs 7-9.
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Charlie lagger

12 bullar i pasar.
Han lagger 4
bullar i varje péase.

Hur manga pasar
behover Charlie?

Svar: 3 pasar

Det finns sex glasskulor.

| varje bdgare ska det vara
2 kulor glass. Hur manga
bagare behévs det?

Divisionen kan skrivas

(8 tdljare
2 =3  Tamnare - kvot
eller

6/2=3

tdljare/nédmnare = kvot

Du sdger: Sex delat med tva ar
lika med tre, eller sex dividerat
med tva ar lika med tre.

1. Du lagger 18 bullar i pdsar. Hur mdnga pasar behéver du?

b. Det ska vara 6 bullar i varje pase.

COLOCOL®
OO O
COLCOLL®

Svar:

a. Det ska vara 3 bullar i varje pése.

Det finns 12 bécker. Hur
manga hégar far du, om du
lagger 4 bocker i varje hég?

Mer om att dividera med brak

Inverterat tal

2 .

3 kallas for det inverterade talet till %

Om man multiplicerar ett tal med dess inverterade tal

far man alltid produkten 1.

6
=2=1
6

Wl

b_ab_,
F

a
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Tla

Division av brak
Attuifora divisionen 1 [ 1 i detsamma som att

bestimma hur ménga fjirdedelar det finns i en halv.

D

o
Bas o
Du kan kontrollera division

med multiplikation.
3-4=12

,/l,if_ 211

- d 2047171471 72
i | 4 41

o i i 4

a ad
1. Dividera. Kontrollera division med multiplikation. % = [Z I';: % .%’
Att dividera med ett brak ger samma d d'c
B B e S resultat som att multiplicera med a
> > A A A A A A A brakets inverterade tal. _g_=g_5
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lustrationer till fyra exempel.

Exempel A (drskurs 3)

Exempel A introducerar begreppet division som innehallsdivision genom att
hinvisa till en situation:

Charlie lagger 12 bullar i pasar. Han lagger 4 bullar i varje pase.
Hur manga pasar behover Charlie?

Det 4r underforstitt att innehallsdivision #ir den matematiska operation som
motsvarar denna handling. Meningsskapandet gors dirfor genom en hinvis-
ning till en klass av situationer. Vi betecknar detta med symbolen &. I exem-
pel A illustreras situationen ocksd med en bild av 12 bullar, i grupper om fyra
i tre pasar. Lingst ner i utdraget illustreras samma princip med en matrismo-
dell. Bida dessa illustrationer ir ikoniska representationer, som vi kommer att
beteckna med symbolen €. Det viktigaste meningsskapande argumentet kom-
mer dock fran situationerna. Bilderna av bullarna #r ikoniska representationer
av situationen. Vi kommer att beteckna detta med & — €, diir pilen indikerar
att representationsformen som kommer efter pilen anviinds som beteckning for
resonemanget som kommer fore pilen.
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Exempel B (drskurs 3)

Aven i exempel B ges huvudargumentet for betydelsen av begreppet division
av en situation.

Det finns sex glasskulor. | varje bagare ska det vara 2 kulor glass.
Hur manga bdgare behovs det?

Detta ir samma typ av innehéllsdivision som i exempel A, och det hiinvisas
till samma klass av situationer, men den ir kontextualiserad lite annorlunda.
Exempel B innehéller ocksd symboler frin standardsymbolsystemet som
anviinds for att skriva brak och division. Vi betecknar forekomsten av icke-
ikoniska symboler frin matematiska symbolsystem med . Inga resonemang
genomfors dock i detta symbolsystem, det anvinds bara for att beteckna feno-
menen frin situationen. Vi betecknar detta med & — m. Aterigen skriver vi
representationstypen dir det meningsbirande argumentet finns forst, sedan
en pil och diirefter andra representationer som anvinds som beteckningar.

Exempel C (drskurs 3)

I exempel C giller ssmbandet mellan multiplikation och division. Precis som i
exempel B visas en innehallsdelningssituation med symbolsystemet. Det star
att "Du kan kontrollera division med multiplikation, 3-4=12". Men det finns
inget argument for detta samband mellan division och multiplikation. For att
hitta ett argument maste vi istiillet titta p4 bilden av de 12 bockerna, i 3 grup-
per om 4. Som vi har sett i de andra exemplen, visar denna ikoniska repre-
sentation division som innehallsdivision och betecknar det med symbolsys-
temuttrycket 12/4. Men, i tidigare kapitel har multiplikation beskrivits som
upprepad addition och liknande ikoniska representationer har anvints for att
representera (och har representerats av) 34 =12. Dirfor ligger argumentet (om
in mycket implicit) for sambandet mellan multiplikation och division i den
ikoniska representationen. Detta upprepas ocksa i uppgift 1 dir den ikoniska
representationen visar bide en division och en multiplikation. Vi klassificerar
detta som en begreppsforklaring av typen @ — xt och en tilliggsforklaring av
typen @ —m.

Exempel D (arskurs 8)

I exempel D innehéaller utdraget bade procedurell och begreppslig infor-
mation. Procedurinformationen uttrycks genom symbolsystemet (zt). Den
begreppsliga informationen om inversen forklaras genom relationer uttryckta
i symbolsystemet (t); hur multiplikationer av brik fungerar symboliskt och
att ett brak med identisk tiljare och nimnare ir 1. Det finns ocksa en beskriv-
ning av division som hinvisar till lika gruppering men den formuleras direkt i
termer av brik: ”[..] hur manga fjirdedelar det finns i en halv”. Aven om detta
uttrycks verbalt klassificerar vi det som ett uttryck for relationer i symbolsys-
temet. Uttalandet illustreras sedan med en ikonisk framstillning (m— @@).
Denna bild anvinds for att ge mening till sambandet mellan division och brak
(@— ) men forklarar bara varfor svaret blir 2. Resten av betydelsen av berik-
ningarna och formlerna ges endast genom att relationer anviinds i symbolsys-
temet (;). Ett vanligt fenomen som inte finns i ndgot av dessa exempel ir nir
en egenskap eller procedur presenteras i symbolisk form, men ingen anledning
anges for varfor egenskaperna giller eller proceduren fungerar. Detta beteck-
nar vi med — mt, det vill siga nigot ir betecknat med symbolsystemet, men det
saknas meningsbirande argumentation.
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Den analytiska ramen

Sammanfattningsvis har den analytiska ram som vi foreslar foljande steg:

1. Hittaiden valda bokserien alla exempel som behandlar det begreppsfilt
som du vill analysera.

2. Klassificera for varje exempel resonemangets eller forklaringens funktion.
I vart fall avsldjade en inledande empirisk analys av materialet tre typer av
funktioner. Att ge mening at begrepp, att ge mening it procedurer eller
samband, eller att illustrera procedurer och samband. Annat material kan
innehalla andra funktioner. Samma exempel kan ocksi ha flera funktioner.

3. Klassificera representationerna for varje exempel. Vi anvinder
tre teoretiskt grundade representationer: situationer, ikoniska
representationer och icke-ikoniska symbolsystem. Vi analyserar ocksi om
négot forklaras eller ges mening, eller bara betecknas eller illustreras.

Progressionen i laromedel

I liroboksserien vi undersdkte fann vi inga forindringar i meningsskapande
frdn situationer och ikoniska representationer till meningsskapande genom
matematiska relationer uttryckta i symbolsystemen. I sjilva verket fann vi bara
fem fall dir forfattarna forlitar sig pa icke-ikoniska matematiska symbolsys-
tem for att forklara eller ge mening 4t begrepp, procedurer och samband mel-
lan begrepp.

begrepp procedur samband

division, lika delar ©)
division, lika grupper Q——>"
division, lika grupper ©—>n
multiplikation and division ©—>n Y— >
43 division, lika grupper ©—>n
proportionalitet ©O——>n
brak, del av helhet v
brak, del av helhet Y—>nx
brak, del av helhet Y— >x
brak, en hel Y—>nx
division, lika grupper och uppdelning | ©+%¥ ——>x
. division, kort division Y — >x
ak4 | L
division, kort division —>n
brak, lika brak Y—>7x
brak, blandad form Y—>n1 ——>x
brak, forkorta brak YV—>n1 ——>=x
Sk S brik, forkorta till enklaste brikform —
dividera ett brak med ett heltal —>n1 O+¥——>nx
multiplicera ett brak med ett heltal —>n1 ©O+Y—>n
brik, delar av tal Y— >n1 ——>=x
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brak, del av antal O+¥—>n
brak, lika brak Y—>n1 ——>x
multiplicera ett brak med ettt heltal T O+¥——>n
multiplicera brik Y—>x —>7x
multiplicera brik —>x
ik 8 | brik, del av helhet Y—>nxn
brak, forkorta och forlinga Y—>1 ——>=x
brak, forenkla uttryck* T —>
brak, division av brak* O+Y —> 1
brak, division av brik, invers* T, T—> Y T T, T—> Y
brik, division av brik med variabler* T T
brak, jimfora brak Y—>nxn
3k 9 | brik, jimfora brak, forkorta, forlinga Y—>1 —>0x
brik, multiplicera brak —7 Y— >

Raderna mérkta med * kommer frin det som i boken bendmns som rid kurs, sidor med svd-
rare uppgifter som vanligen inte alla elever gor.

P4 ytan ser det ut som om lirobdckerna innehaller en hel del symbolisk infor-
mation. Men, vir analys visar att symbolerna anvinds som etiketter eller repre-
sentationer, och att argument mycket sillan utférs med hjilp av matematisk
information som redan har kodats i symbolisk form. De undersokta lirobock-
erna ger eleverna samma begrinsade forklaringar i ikoniska representationer
av kvotkonstruktioner fran arskurs 3, nir det introduceras, till arskurs 9. I de
liromedel vi undersokte fanns alltsa inget successivt skifte frin forklaringar av
begrepp med situationer och ikoniska representationer till férklaringar i det
matematiska symbolsystemet.

Askddningskonceptet har stréiickts for ldngt

Varifran kommer d4 motviljan mot symbolsystem? Berittelsen gir tillbaka till
slutet av 1800-talet niir Pestalozzis koncept "anschauung” pa svenska vanli-
gen uttryckt som askadning, spred sig dver hela Europa. Pestalozzis metod for
utbildning av sm4 barn betonade att barn lir sig genom handling och konkreta
foremal. Pestalozzis princip var att inget ord skulle anviindas forrin det forstods
grundligt genom konkret observation av ett materiellt objekt eller en handling,
som ettsittatt skilja en sak frin en annan. Vi haller med Pestalozzi om att mate-
matiska begrepp maste viixa ur situationer och ikoniska framstillningar; men
vi hiivdar att askddningskonceptet har striickts alldeles for lingt i de lirobocker
som vi undersokte. Elever i drskurs 6 till 9 4r inte smd barn! Genom att insis-
tera pa att ge mening till det komplexa begreppet kvot genom ikoniska fram-
stillningar hivdar vi att eleverna inte ges méijligheten att lira sig att anvinda
styrkan i att resonera i matematiska symbolsystem. Var slutsats iir att elevernas
kunskapsutveckling begrinsas av att begreppsforklaringarna aldrig skiftar fran
ikoniska framstillningar till matematiska uttrycksformer i symbolsystem.

En komplett referenslista finns pa Namnaren pa natet. Dar
finns dven en version av artikeln med hela tabellen fran
arskurs 3 till och med arskurs 9.
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