Lasse Berglund

Matematik med en kortlek

En vanlig kortlek kan ge inspiration till manga intressanta problem och
matematiska upptackter. Har visar forfattaren bland annat hur ett enkelt korthus
kan vara en ingang till rekursiva monster, ekvationssystem och matriser, och
kopplar dessutom detta till programmering i Python.

attspela med korten, till exempel canasta eller poker, kan man bygga kort-
hus, trolla med dem, sortera och ligga patiens.

l C nkortlek bestarav 52 kortifyrafirger: spader, ruter, klover, hjirter. Forutom

Implicita och explicita byggen

Bilden visar ett antal korthus, dir det hogsta har 5 viningar, och vi frigar oss s&

klart hur manga kort som ingar i ett n-viningshus. %
K, K, K, K, K,

Anligger viett rekursivt perspektiv s ser vi exempelvis attantalet kort i det 4:e
korthuset kan skrivas K, = K, + (nya tillskottet lingst ner). Vi far:

K,=K,+2-4+3  dirtermen 2-4irde atta kortenibotten och termen3
deras tre takbjilkar.
K=K, +2-5+4

K=K +2n+n-1) = K=K +3n-1 Basfallet K, =2

En vig framat nu ir att skriva ett program for dessa korthus med programspra-
ket Python. Koden blir inte sirskilt 1ing, vilket den sillan blir med rekursion.

Korthus
n = int(input("Ange antal voningar: "))
def K(n): # En funktion fér antalet kort, K(n), definieras.
ifn==1: # Med en if-sats anges det viktiga basfallet.
return 2
else:
return K(n—1) + 3*n-1 # Rekursionen gar igang,
print K(n) dvs K(n) anropar K(n — 1).

Ange antal voningar: 229
78776
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Programmet riknar ut att det behdvs 78 776 stycken kort for att bygga ett kort-
hus som bestar av 229 viningar. Lt oss ocksé gora ett forsok att i sambandet pd
sluten form, det vill siga att fa antalet kort K som en explicit funktion av antalet
vaningar n. Om vi plockar ner de hus vi har och helt enkelt riknar korten, far vi:
2,7,15,26,40. En limplig strategi ir nu att studera differenser.

2 7 15 26 40 Talfoljd
N/ N/ NSNS ,
5 8 11 14 Differens1
N /N N/
3 3 3 Differens 2

Hir visar sig nigot intressant. Differens 2 ir konstant. Det innebir att differens1
irlinjir, och dettaisin tur att talfoljden sjilv dr av andra graden, det vill siga den
har foljande struktur:

K =an’+bn+c med de tre férsta virdena:  (1;2) (2;7) (3;15)
Ansittningen och de tre punkterna ger oss ett linjirt ekvationssystem.
al’>’ +bl+c=2
a2’ +b2+c=7
a3 +b3+c=15

Med en penna inom rickhill hade vi slagit oss ner och 16st detta system och
dirmed varit klara. Nu har vi inget annat in en dator till hands och vi dverfor
dirfor systemet pd matrisform.

1 1 1 a 2
4 21 b |=17
9 3 1 c 15

Ax =y

Dettair dock inte nddvindigt. Vi gor det mest for att vi ska kiinna igen oss i pro-
grammeringen nedan, diir ett par inférda s3 kallade arrays inte dr nigot annat
in dessa matriser.

Linjart ekvationssystem

import numpy as np
A =np.array([[1,1,1], [4,2,11,[9,3,11]) | # En 3x3-matris A etableras som en array.

y = np.array( [2,7,19] ) # En 3x1-matris y etableras som en array.
X = np.linalg.solve(A,y) # En fordefinierad funktion utnyttjas.

print x

[1.5 05 0]
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Programmet har 16st systemet enligt x = Ay och koefficienterna ir ocksa leve-
rerade. Vi har dirmed fatt vara korthus pé sluten form:

K =15n"+0,5n

For att fa en jimforelse, viiljer vi samma antal viningar som vi precis har beriik-
nat rekursivt:

K,,,=15229%+0,5-229=78776 stycken kort

En av férdelarna med denna slutna form ir sa klart att man nu kan vinda pa fra-
gan: hur hogt kan ett korthus bli, om man har tillging till tre stycken kortlekar?
Man hade s klart kunnat utnyttja resultatet frin det rekursiva uppligget och
dirmed direkt se att differensen ir linjir.

K=K  +3n-1 < K -K  =3n-1

Hiir kan vi, om vi vill, byta perspektiv ochistillet betrakta detta rekursiva sam-
band som en ekvation, vilket det ocksé ir. Det ir en differensekvation, den dis-
kreta matematikens motsvarighet till analysens differentialekvationer, bekanta
for vira gymnasieelever. Loser man denna ekvation med bivillkoret K =2, far
man samma resultat som i ansittningen ovan, det vill siga K, =1,5n" + 0,5n.

Att trolla med en kortlek

D4 proffsen gor kortkonster for oss, bygger det pé fing-
erfirdighet. Vi amatdrer ndjer oss i véra trix med att
istillet hilla koll och kanske i tysthet riikna pa nagot.
Ibland blir det dock sd mycket riknande att det blir tra-
kigt. Nagra fa stink av matematik ricker, inte mer, for
att det ska fungera och kanske dverrumpla.

Lisa ska gora ett korttrick for Pelle.

Hon sprider ut alla korten pa bordet med baksidan upp.
— Peka pd Ruter 7, siger hon.

Pelle pekar pa ett av korten som Lisa sedan plockar upp.
— Bra. Nu pekar du pa Hjirter Ess.

Pelle pekar pa ett av korten som sedan Lisa plockar upp.
— Bra. Sjilv tar jag fram Spader 4, siiger Lisa och plockar upp ett kort.
Hon har nu tre kort i handen. Hon ligger fram dem pa bordet och liser:
— Ruter 7, Hjirter Ess, Spader 4.

— Det var som sjutton, Lisa!

LK
¢ 4

L 2 R 4
L A R 4
<
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Steg for steg hur tricket fungerar

1. Lisakikade i smyg pa det understa kortet i leken innan hon spred ut
korten. Kortet som hon kikade pa var Ruter 7.

Det forsta kort som Pelle pekade pa rikade bli Hjirter Ess.
I detta lige bad Lisa att Pelle skulle peka pa Hjirter Ess.
Han pekade och det blev, av en slump, Spader 4.

U W

Nu letade Lisa fram det enda kort som hon visste var det 1g: Ruter 7,
samtidigt som hon pastod att det var Spader 4. Cirkeln var dirmed sluten.

Emellanit har man tur dd man gor detta trick. Det lyfter d4 frin denna amator-
niva och blir i viirldsklass. Vad ir det for typ av tur man ska ha?

Lite om sortering

Har man inget annat for sig med kortleken kan man alltid roa sig med lite sorte-
ring. For denna uppgift behdvs inledningsvis bara en firg; sig Spader.

Vi vill ha dessa 13 spaderkort sorterade sé att de kommer i ordning, det vill
siga Ess, Tvda, Trea... Kung efter att vi har lagt ut dem pa bordet efter en viss
regel. Dennaregel ir: hill de 13 spaderkorten med baksidan uppiena handen och
vik upp och ligg ut dversta kortet pa bordet. Det ska da vara Esset. Ligg sedan
nista kort underst i hogen. Fortsitt exakt likadant, genom att ligga nista kort
péd bordet — det ska da vara Tvaan — och det niistféljande underst i hdgen och sa
vidare tills alla korten ligger pa bordet. Har man nu sorterat riitt s har korten
kommit i ordning. Uppgift: utfor sorteringen.

Den korrekta sorteringen ir en lustig blandning av ordning och kaos, sa fra-
ganir: gdr detta att generalisera? Upprepa proceduren, nu med bade Ruter och
Spader, det vill siga 26 kort. Upptiick ménstret som finns mitt i kaos. Upprepa
sorteringen med hela kortleken.

Att lagga patiens

Har skicklighet nigon betydelse nir man spelar ett parti mot kortleken sjily,
det vill siiga niir man ligger patiens? I en del patienser finns vissa valméjligheter,
medan man i andra foljer spelets regler som en maskin. Ar da utgangen i dessa
patienser given frin borjan, det vill siga ir de deterministiska? Med andra ord:
ir utgangen fastlagd av den aktuella blandningen? Och med fragan om bland-
ningar ir vi framme vid sista avsnittet.

Kortlekens inre liv

En vanlig kortlek fir i princip plats i niven. Mitten i centimeter ir:
S5cm-10cm-1,5cm =75 cm’, Nu till fraigan om antal blandningar.

Korten kan sa klart blandas runt pa en himla massa siitt. Men trots detta dver-
flod borde man vil klara av att stuva in hela samlingen av blandningar i nigon
lokal, bara man viljer en tillrickligt stor lokal. Vinodjer oss dirfor varken med ett
klassrum eller en aula utan vi drar till med Globen i Stockholm.
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Det forsta kortet vi tar kan viiljas pa 52 olika sitt. Nista kort vi tar kan da viiljas
bland de 51 dterstiende, sa tvd kort kan liggas utien tvdmannarad pa 52-51=2652
olika sitt. Med tre kort pa rad tillkommer faktorn 50. Med alla korten blir det:

52-51-50...3-2-1 olika sitt. Detta skrivs 521 och utlises 52 fakultet. Med rik-

naren far vi:
52! = 8-10% stycken blandningar. Den totala volymen blir diirmed:
8-107-0,000075m* = 6-10%m’

Vi bérjar ana storleken. Dessa kort har inte bara springt bort viggar och tak i
den populira arenan, de har fort oss 1ingt bortom alla tinkbara horisonter. S&
hur stort klot krivs egentligen for att rymma alla dessa blandningar?

47r’/3=6-10° = diametern = 2r = 2-10"m

Potensformen ir ett effektivt sitt att skriva stora tal. Men den kan gora oss fart-
blinda. Vi tar dirfor fasta pa att 1ljusar = 9,5-10%m och far klotets diameter:

2-10%/9,5-10 = 230000 ljusar

D4 den galax som vi bebor, Vintergatan, har formen av en diskus med en bredd
pa 100000 ljusar, s kommer volymen given av vér kortlek att svilja Vintergatan
och alltidessnirhet med hull och hér. Kortlekens inre liv var mer rikt pa nyan-
ser in vad vi forst kanske trodde.

Vintergatan

En kortlek har brett ut sig.
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