Lasse Berglund

Bestdmma 7t med Python

| den har artikeln far vi se en rad exempel pa hur vardet pa 7t kan bestdmmas.
Artikeln tar avstamp i Arkimedes geometriskt grundade ansats och avslutar
med modern Python-programmering — en kod pa bara ndgra rader!

drtusenden. Vi kommer hir i nigra exempel att titta dels pa den klas-

siska metoden med inskrivna polygoner, dels pa nigra modernare for-
muleringar fran 1600-talet. Lite programmering foljer naturligt pa en uppgift
som denna, och vi knyter dirmed samman lite av det gamla med lite av det nya.
Mainga ganger kodar man iterativt, det vill siga arbetar med slingor av skilda
slag, och allt det som vi kommer att skapa hir, kan man ocksd géra med while-
och for-loopar. Men denna gang anligger vi ett rekursivt perspektiv.

ﬁ tt bestimma m med stor noggrannhet har varit féremal for intresse i

Det antika arvet

I ett forsok att komma at detta irrationella tal, skriver vi in en regelbunden
6-horning i en cirkel med radien =1, pd ungefir samma siitt som Arkimedes en
gangi tiden inledde sin berdmda undersdkning.

D4 medelpunktsvinkeln ir 360°%/6 = 60°, blir trianglarna liksidiga och var
sida blir dirmed 1lingdenhet. Polygonens omkrets blir alltsa 6-1, se figur 1. D4
diametern ir 2, har vi redan hir ett forsta viirde pa en kvot P som en approxi-
mation till &t:

P Ombkretsen _ (antal sidor)- (sidldngden) 6.1

1

= = = = 3
diametern 2

Figur1 Figur2 Figur 3
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For att f3 igding en process som fordubblar antalet horn for varje ny polygon,
halverar vi 6-hérningens sidor och fir dirmed en 12-hérning, se figur 2. De
roda linjerna markerar de tva polygonernas sidlingder, a, respektive a,. Detta
zoomar vi nu in, se figur 3. I ett forsok att finna ett samband mellan a, och a,
utnyttjar vi Pythagoras sats:

@/2)+b’=1  (a/2)+c’=a; Db+c=1

Ur detta system eliminerar vi b och ¢, och far efter lite riknande:

az =\/2—2y/1—a2/4

Vill man redan hir sitta in a,=1 s blir a,~0,517 vilket verkar stimma med
de roda linjerna i figur 2, dér a, dr drygt halva a,. Polygonen har i detta skede
12 sidor:

P- L'(Z)ﬂ ~3,102

2

Viinser ocksa att a, kommer att ges av 4, enligt samma princip.

Katten pa rattan — en rekursiv ansats

En rekursiv funktion iir en funktion som anropar sig sjilv. Var formel, se gene-
raliseringen nedan, ir en sidan rekursion, det vill siga en funktion pa formen
a, = F(a ). Varrekursiva funktion ar:

n

i1 =12 —2y/1—a2/4 ()

Sigatt vivill vetasidlingden i den fjarde polygonen, a,. Omviveta, ir det bara
att sitta in detta viirde i (x) och dérmed skulle vi vara klara. Vi vet inte a,, men
vikan fa reda pd a,om vi vet a,. Vi vet inte a,. Men! Vi vet att a,=1. Dir har vi
vart sd kallade basfall som ir helt avgorande. Utan ett sidant gir processen inte
igdng. Fran (+) far vi, kompakt formulerat:

a, = Fla;) = F(F(a,)) = F(F(F(a)))

Vi har nitt ner till basfallet och nu vinder det uppat da vi i likhet med ramsan
till slut har stott pa katten:

F(F(F(1))) = F(F(0,517)) = F(0,261) = 0,130 = a,

Arkimedes och Python

Det finns fér- och nackdelar med bide det iterativa och det rekursiva sittet att
programmera. En fordel med det rekursiva siittet dr att det manga ginger blir
oerhort enkelt; koden blir inte mer in ett par tre rader ling.

Aven antalet sidor i polygonen, 6, 12, 24, 48 ... kan uttryckas rekursivt da
varje tal ir en fordubbling av talet precis framfor, vilket ger:

b,, =2b,,dirbirantalet sidor med basfallet b =6.
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Den intresserade kan s klart utnyttja dven denna rekursion i koden, men jag
viljer hir att istillet ta med den hir faktorn forst pa utskriftsraden dé antalet
sidor ocksé kan anges explicit som 3-2"med n=1,2,3...

Jag skymtar min
{ polygonmetod
¢ / hérnénstans.

n = int(input(”Ange exponenten: "))
¢ | def L(n):
ifn==1:
return 1.0
else:
return (2 - 2*(1 — (L(n— 1))**2/4.0)**0.5)**0.5
print 3*2**n*L(n)/2.0

Ange exponenten: 5
3.14103195089

Figur 4. Rekursiv Pythonkod.

4+ Inledningsvis fir anviindaren ange n i uttrycket 3-2", vilket ger antalet sidor
i polygonen.

4+ Direfter definieras en funktion L(n) som ska utgora lingden av en sida.
+ Iif-satsensinledning anges det viktiga basfallet.

4 Sedan gir rekursionen iging diir L(n) anropar L(n—1).

+ Utskriften sker enligt (antalet sidor)- (sidlingden)/2.

4 [ Python irsymbolen = = en likhet, symbolen = iir en tilldelning och
a**b betyder a upphéit till b.

En korning for L(5) syns i figur 4, dir 5:an anger att det dr 3-2°=96 sidor i
polygonen. Vi ser ocks3 att ett -viirde ir pé viig — programmet ir redan ifatt
Arkimedes och hans klassiska 96-horning. Den som sedan villjer n==6 ir dér-
med om och forbi.

Pi som produkt och summa

I de sista tvd exemplen programmerar vi enligt formeln a, ,=F(a, ;n). I bida
fallen kommer det att konvergera ganska lingsamt, men vi tar indd med dem
di de har en mirklig charm bada tva. Istillet for en kvot kommer m att anges

som en produkt respektive en summa.
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Wallis produkt

I och med 1600-talet tog utvecklingen ny fart nir den dd moderna integral-
kalkylen gav helt nya mojligheter att komma s inpé livet. Wallis produkt fran
4r 1656,

45225353
ir ett helt enastdende resultat di en massa rationella tal utan skymten av nigon
cirkel ger oss ett numeriskt virde pa detta svirflortade s, som inte bara ir irra-
tionellt utan idven transcendent. Infor uppgiften att skriva en kod, packar vi
ihop faktorerna tva och tva.

%;446688 T

4 16 36 64
3'15°35°63
Som ett exempel betraktar vi nu tredje faktorn a, lite nirmare:
. .32 L2
a=36_ 49 _ 43 = Denallminnafaktorna = an

U35 49-1  4-3-1 4ni-1

Produkten fram till och med siig faktor a, blir: P,=a,a,a,a,a.a,a,. D viinser att

detta kan anges som P,=P,-a_ blir det naturligt med en rekursiv kod.
Allmint far vi:
P =P -4n*/(4n’-1) P=4/3
Exempel:
P, = P,(64/63)
= P,(36/35)-(64/63)
= P,-(16/15)-(36/35)-(64/63) Viir nere vid basfallet.
= (@/3)-(16/15)(36/35) - (64/63)

Leibniz summa

Lika idgonfallande som produkten ovan, ir Leibniz formel frin ir 1676.

T
1—%+%—%+%—%+... =7
Om inte tecknen hade skiftat, hade varje term haft formen 1/(2n —1). De basala
sambanden (-1)"““ = —1 och (-1)"" = 1, ger oss det teckenskifte vi soker, och
den allminna termen blir:
a = .
o 2n-1

Aterigen framstar en rekursion som nagot sjilvklart. Vi far:

S.=S. —(1/2n-1) 51
Exempel:
S, = S-17
= SA15-1/7
= S-1/3+1/5-1/7 Viir nere vid basfallet.

= 1-1/3+1/5-1/7
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Bortom pennans rickvidd

Att nigon av dessa mirkliga formuleringar ska leda oss till & verkar hogst
osannolikt. For att se om det som utlovas verkligen stimmer skapar vi tvi nya
Python-filer. Ett par tre rader kod ricker for att vi med egna dgon ska kunna
se att de tvi matematikerna hade riitt bida tvi. Man kan inte annat in lyfta
pé hatten. Samtidigt passar vi s klart pa att gora en jimforelse. Vem vinner —

Wallis eller Leibniz?

Wallis produkt

Leibniz summa

n = int(input(”’Ange antalet faktorer: ”))
def P(n):
ifn==1:
return 4.0/3
else:
return P(n—1)*4.0*n**2/(4*n**2-1)
print 2*P(n)

n = int(input(”’Ange antalet termer: "))
def S(n):
ifn==1:
return 1.0
else:
return S(n—1) — (-1.0)*n/(2*n-1)
print 4*S(n)

Ange antalet faktorer: 982
3.14079336788

Ange antalet termer: 982
3.14057432391

Figur 5. Pythonkod for it som produkt respektive summa.

Ar det nigon lisare som kinner sig higad att ge sig pa nigon av dessa berik-
ningar med papper och penna? Nirmare tusen uppstillningar. Nej, vi har
nog samma kinsla allihopa: inte ens med riknaren i hand lockar ett sddant
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berikningsarbete.

Arkimedes, 200-talet f Kr, grekisk matematiker
John Wallis, 16161703, engelsk matematiker
Gorttfried Wilhelm von Leibniz, 16461716, tysk matematiker
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