Mikael Cronhjort & Maria Hagemann-Jensen

Avstand med olika metriker

Forfattarna beskriver en lektion om avstandsberdakningar med olika metriker
som de tror att kan vara inspirerande bade for elever och matematiklérare pa
gymnasiet. Lektionen utvecklades i ett samarbete mellan fem ldrare under
Kleindagarna i januari 2020.

Pythagoras sats, men i den lektion som vi presenterar hir anvinds

dven andra metriker med vilka man kan definiera och berikna
avstdnd pi andra sitt. Lektionen utvecklades under Kleindagarna i januari
2020, med utgingspunkt i en forelisning av matematikprofessorn och fors-
karen Wojciech Chacholski som arbetar pA KTH. Han forklarade hur olika
avstindsberikningar kan visa strukturer i storre datamingder, vilket kan
anvindas inom olika omraden som ansikts-igenkin-
ning och medicinsk forskning, Wojciech sjilv dr verk-
sam i det senare omridet.

Av de tjugo deltagande matematiklirarna i denna
omging av Kleindagarna var vi fem som valde att
utveckla en lektion kopplad till forelisningen om
avstindsberikningar. Vi fordjupade oss i dmnet och
borjade tillsammans planera en lektion for elever pa
gymnasienivd. Tanken var dels att manga skulle tycka
att lektionen var intressant, dels att den skulle fung-
era som inspiration till gymnasiearbeten inom mate-
matik, eller till vidare studier i matematik. Vi blev inte
klara med utvecklingen innan det var dags att skiljas
at, men vi fortsatte under hela virterminen att till-
sammans planera denna lektion. Vi delade upp arbe-
tet sinsemellan och samlade strax efter pasklovet ihop
allt material till en lektion. Da hade forutsittning-
arna for genomférandet forindrats, eftersom all gym-
Institut Mittag-Leffler i Djursholm. nasieundervisning bedrevs pd distans pi grund av

coronarestriktioner.

P ] dnga ir vilbekanta med det euklidiska avstindsbegreppet och

Utveckling av lektionen

D4 vi utvecklade lektionen utgick vi ifrin den allminna avstindsformeln
Y
d, 0 w)=(lv,~w )+ o))" (+)

dir ddr avstandet mellan punkternav=(v,,v,) ochw=(w,, w,) i ett tvidimen-
sionellt rum. Parametern p som kan anta ett godtyckligt positivt virde gor
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formeln allmin. Eleverna ir sedan tidigare bekanta med formeln i specialfal-
let da p=2, vilket ger det euklidiska avstindet. Genom lektionen introduce-
rar vi avstindsberikningar med p =1, vilket kallas City Block-avstind, och med
p— o, vilket kallas Tjebysjov-avstand.

De lektioner som utvecklas under Kleindagarna brukar bygga pa en peda-
gogisk modell som kallas f6r 5E och anvinds framfor allt inom matematik,
naturvetenskap och teknik. Modellen utvecklades 1987 av organisationen
BSCS i USA, diir man pa grund av kalla kriget hade kommit fram till att man
behovde satsa mer pa att utveckla undervisningen for att kunna hivda sig mot
Sovjetunionen. 5E syftar pa fem olika moment som enligt modellen ska finnas
i en lektion: engage, explore, explain, elaborate och evaluate.

4+ Engage — maninleder lektionen med att forsika viicka intresse och skapa
ett engagemang hos eleverna.

+ Explore — genom att utforska och séka efter ménster och samband
fortsitter man stimulera elevernas nyfikenhet och intresse.

4+ Explain — matematiken fir rollen som ett verktyg for att forklara eller
beskriva verkligheten.

4+ Elaborate — man visar for eleverna att det finns liknande saker som man
kan gora, att det finns en mojlig fortsittning.

4+ Evaluate — genom att utviirdera kan man synliggora vad eleverna har lirt
sig, for bade liraren och dem sjilva.

Lektionens genomférande

Lektionen ir indelad i modellens fem moment. Den genomfordes pa distans
via Teams av Maria Hagemann-Jensen i en av hennes klasser i Matematik 4 pd
Sundsgymnasiet i slutet av virterminen efter det nationella provet.

I Engage

Lektionen inleddes med en PowerPoint-presentation som var tinkt att fi elev-
erna intresserade av omradet avstindsberikningar. Maria visade bilderna och
forklarade. Forst presenterade hon vanliga euklidiska avstindsberikningar
som redan ir kiinda av eleverna. Direfter visades hur andra metriker, City
Block och Tjebysjov, ir uppbyggda jimfort med en euklidisk metrik och hur
man beriknar avstind med dem. City Block har fatt sitt namn utifrin att denna
metrik beskriver det avstind som en bil behtver kéra om den bara kan rora sig
lings med ett rutniit i en stadskirna med fyrkantiga kvarter. D4 blir avstidndet
mellan tva punkter lika lingt, niimligen Ax + Ay, oavsett om man sviinger i varje
korsning eller om man forst gor hela forflyttningen i ena riktningen, Ax, och
sedan hela forflyttningen i andra riktningen, Ay. Se figur 1 som visar att avstin-
det som en bil behover kira kan vara lika stort trots att den tar olika vigar, si
linge den bara kan kora lings med ett rutniit. City Block-avstindet ir storre in
det ljusgula euklidiska avstindet mellan A och B.

NAMNAREN NR1-2021 45

4450_cronhjort.indd 45 2021-02-10 13:20



Figur L Illustration av City Block-avstdindet.

Presentationen fortsatte med en mycket spinnande del om hur andra metriker
anviinds inom modern medicinsk forskning. I korthet forklarades att statistik
inte alltid ricker till for att tolka stora datamiingder. Andra metoder behovs
for att analysera och bearbeta data. Med en metrik kan man jimfora avstand.
For genetiskt material som dna kan skillnaden mellan tvd dna-sekvenser tol-
kas som ett avstind. Om det finns tvé sekvenser som skiljer sig p4 bara en enda
punkt si kan man siga att avstindet mellan dem ir ett, och pé ju fler stillen
sekvenserna skiljer sig at desto storre dr avstindet mellan dem. Detta ir rela-
tivt litt att tillimpa s linge som skillnaderna mellan sekvenserna ir smd, men
det blir mer komplicerat om skillnaderna #r stora. Skillnader mellan dna-sek-
venser kan dessutom vara av olika slag. Skillnaderna handlar oftast om att en
bas i dna-sekvensen har bytts ut mot en annan bas, men det kan ocksa handla
om att en sekvens har fler eller firre baser in en annan sekvens. D4 det finns
manga mitpunkter och man ska berikna alla inbordes avstind mellan generna
i ett omfattande genetiskt material ir det en férdel att anvinda det avstinds-
matt som gor avstindsberikningen si enkel som mojligt, utan att man tappar
intressant information. Dessa berikningar kan sedan sammanstillas i dendro-
gram, se figur 2, och visualiseras genom stable rank, se figur 3, for att exempelvis
inom medicinsk forskning littare kunna uppticka skillnader i dna hos en frisk
och en sjuk person. Denna procedur upprepas kanske hundra ginger och man
beriknar sedan ett medelvirde.

Figur 2. Dendrogram som visar avstandet mellan olika punktmdngder.
Punktmdngderna eller klustren representerar en dna-sekvens och visas pd var sin
rad i dendrogrammet. Avstindet mellan tvd punktmdngder kan avlisas utifrdn var
tvd grenar blir till en i dendrogrammet.
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Figur 3: Stable rank visar antalet
kluster som funktion av avstdindet.
Forst dr det mdnga kluster och till sist
bara ett. Den bld kurvan visar for- 150
delningen av avstinden i dna hos en
frisk person och den roda kurvan hos
en sjuk person.

2. Explore

Efter genomgéngen var det dags for eleverna sjilva att prova pa att rikna enligt
de olika metrikerna. Detta moment tog cirka 25 minuter. Eleverna delades in i
grupper om tre, dir varje grupp fick sig tilldelat nagra x-virden. Till dessa fick
dei uppgift att med euklidisk avstindsberikning {4 fram tillhtrande y-virden
till enhetscirkeln i ett delat kalkylark. Nir de férde in sina y-viirden i kalkylar-
ket flyttade sig punkternaidet tillhérande koordinatsystemet, sd att hela elev-
gruppen kunde se hur en cirkel viixte fram. Direfter fick de i uppgift att utfora
berikningarna med City Block. D visualiserades hur enhetscirkeln sig ut med
dessa berikningar.

Som exempel kan vi visa en avstindsberikning for en elevgrupp som blev
tilldelade x-virdet -0,7 och skulle hitta motsvarande y-virde i City Block-
metrik (p=1) for enhetscirkeln. Efter insittning av de givna parametrarna i
den allminna avstandsformeln (*) kom berikningen att se ut s& hir:

1=(1-07-0"+ [v,-0]')"

1=1-07 [+ v, ]
[v,|=03
vy:iO,B

Alltsd kommer koordinaterna (-0,7; 0,3) och (-0,7; -0,3) att tillhora enhetscir-
keln i metriken City Block.

3. Explain

Nir berikningarna var klara betraktade klassen gemensamt resultatet och
observerade hur enhetscirkeln sig ut med de tva olika berikningsmodellerna.
Dettamoment tog cirka 10 minuter. En kort diskussion foljde om vad en enhets-
cirkel egentligen ir. En grupp fick presentera sin 16sning. Négon grupp som inte
hade kommit fram till en korrekt I6sning fick hjilp av klassen att identifiera var
de hade tinkt fel. Aktiviteten sammanfattades i korthet och Maria forklarade
att bdda dessa visualiseringar ir cirklar, men med olika sitt att mita avstand.
Direfter anvinde hon Geogebra for att visa hur enhetscirkeln ser ut med
andra avstindsberikningar. Utifrin den allminna avstindsformeln () och
p>0 visades berikningar och visualiseringar ocksa for p— o, vilket iiven kal-
las Tjebysjov avstand, och for p=0,5 och p=5 for att ge fler exempel pd hur
enhetscirkelns form kan se ut fér andra viirden pa parametern p.
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@  Ekvl: 1 = abs(x) + abs(y)

@ Ekv2: 1 = sqrt(abs(x)* + abs(y)?*) 05 W

@  Ekv3: 1 = (abs(x)'® + abs(y)®®)"(1 / 100)

0.5

() Ekvé: 1= (abs(x) 0.5 + abs(y)"0.5)"(1 / 0.5)

@  Ekvb: 1 = (abs(x)® + abs(y)®)"(1 / 5)

Figur 4. Enhetscirkeln visas med olika metriker i Geogebra:

Réd kurva med City Block-metrik (p=1).

Bld kurva med Euklidisk metrik (p=2).

Gron kurva med Tjebysjov-metrik (hir en uppskattning for p=100).
Gul kurva med avstandsformeln dd p=0,5.

Svart kurva med avstindsformeln dd p =5.

4. Elaborate

For att visa att det finns fler liknande saker man kan gora lit Maria eleverna
undersdka en parabel med olika avstindsberikningar. En parabel utgors av de
punkter vars avstind till en given punkt (brinnpunkten) och till en given linje
(styrlinjen) ir lika. Varje grupp tilldelades aterigen ndgra x-virden. Till dessa
fick de i uppgift att med euklidiska avstind berikna tillhérande y-virden fér en
parabel med given brinnpunkt och styrlinje. Nir de férde in sina y-virden i kal-
kylarket flyttade sig punkterna i det tillhérande koordinatsystemet, s3 att hela
elevgruppen kunde se hur en parabel viixte fram. Direfter fick de i uppgift att
utfora berikningarna med City Block och da visualiserades hur parabeln sig ut
med dessa berikningar. Tidsatgingen for denna del var cirka 15 minuter.

5. Evaluate

Ytterligare en uppgift gavs for att synliggdra om elevgrupperna nu fatt grepp
om de olika avstindsberikningarna. Denna gingen handlade uppgiften om en
ellips med givna brinnpunkter. Den skulle l6sas i Geogebra med olika metri-
ker, se figur 5. Maria stimde av i var och en av grupperna och resultatet visades.

En avslutande PowerPoint-presentation visades fér eleverna som bonusma-
terial med information om Institut Mittag-Leffler och om vidare matematik-
studier med syftet att inspirera till fortsatta studier och kanske senare forsk-
ning inom matematik.

Eleverna fick utvirdera lektionen och nistan alla uttryckte att lektionen
var intressant. De uttryckte att lektionen var rolig och bra samt att det var
intressant att se hur matematik anvinds for att forbittra bland annat sjukvard
och medicin. Det tyckte ocksi att aktiviteterna hade en bra svarighetsgrad. Vi
tror att de uppskattade att f4 uppleva ett nytt omride inom matematiken samt
att deras berikningar med de olika metrikerna ledde fram till tydliga och kon-
kreta visualiseringar av de fér dem kiinda geometriska begreppen cirkel, para-
bel och ellips. Med denna lektion fick de en djupare forstéelse for dessa funda-
mentala begrepp.
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Ekvl: 3 = abs(x) + abs(y) + abs(x - 2) + abs(y)
Ekv2: 3 = sqrt(abs(x)* + abs(y)?) + sart(abs(x - 2)* + abs(y)?)

Ekv3: 3 = (abs(x)®° + abs(y)®®)"(1 / 100) + (abs(x - 2)°° + abs(y)™®®)"(1 / 100)

@ @ & o

A = Skiarning(xAxeln, yAxeln)

— (0,0)
) B = Punkt(xAxeln)
- (2.0
= Figur 5. Ellips i Geogebra med brinn-
1 punkterna (0,0) och (2,0) med olika met-
riker ddr summan av avstandet mellan
% en punkt pa ellipsen och de bada brinn-
\ punkterna ska vara 3.

3’| Rdd kurva med City Block (p=1).

Bld kurva med euklidisk metrik (p=2).
Gron kurva med Tjebysjov-metrik (hdir
en uppskattning for p=100).

Kleindagarna och Felix Klein

Kleindagarna utgdr en motesplats for gymnasielirare och universitetslirare

i Sverige sedan 2011. Tre ginger om aret arrangeras Kleindagarna i ett samar-

bete mellan Svenska Kommittén fér Matematikutbildning, SKM, Svenska
Nationalkommittén for Matematik, KVA, och Institut Mittag-Leffler.

Dagarna finansieras av Brummer & Partners. Under nigra dagar triffas ett

tjugotal lirare pd Institut Mittag-Leffler utanfér Stockholm. Tillsammans

utvecklar de lektioner som ska vara

relevanta for kursmilen i nigon av " \\
gymnasiets matematikkurser, men ‘Y )‘“"‘g""?“ avad = -
iy

som ocksa ska viicka intresse och inspi-
rera till vidare studier i matematik.
Varje lektion baseras pd en forelis-
ning av en matematiker. Innehillet i
foreldsningen iir ofta kopplat till mate-
matikerns egen forskning eller till hur
matematik anvinds "pa riktigt”.

ooh Eulelil

.
-

Mats Boij, matematikprofessor pa KTH,
vid tavlan under en diskussion av idéer
till en lektion om avstdind.
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i . f,

Institut Mittag-Lefflers biblioteket med dess
rika samlingar av viktiga verk.

Namnet Kleindagarna och inspiration till uppligget
kommer fran Felix Klein (1849-1925) som hade stor
betydelse bide som matematiker och fér matema-
tikutbildning. Han gjorde betydande bidrag inom
gruppteori, komplex analys och icke-euklidisk geo-
metri och sammanforde olika delar av matemati-
ken. I borjan av 1900-talet formulerade han ett for-
slag till liroplan fér gymnasiet som fick betydelse for
utformningen av matematikundervisningen iminga
europeiska linder. Han verkade iiven fér att kvinnor
skulle f4 studera matematik och var handledare for
den forsta kvinnliga doktoranden i Tyskland.

De firdiga lektionerna frain Kleindagarna publi-
ceras digitalt for att finnas tillgingliga och kunna
anvindas av andra lirare, antingen som de ir eller
som inspirationskilla till vidare utveckling.

De larare som ingick i planeringsgruppen var Beata-Jasmin Hussain, Cliff
Robinson, Cordula Richter, Maria Hagemann-Jensen och Mattias Steinwall,
under ledning av Mikael Cronhjort.

Figur 1 ar skapad av Cliff Robinson, figur 2 och 3 ar hdmtade fran Wojciech
Chachdlskis forelasningsmaterial.
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