Cecilia Christiansen & Anna-Carina Nilsson

Rorliga bilder med Desmos

Itidigare nummer av Nédmnaren har forfattarna beskrivit hur man kan anvanda
detdigitalaochwebbaserade verktyget Desmos for att 6ka elevernasforstdelse
av bland annat rdta linjens ekvation. Har presenterar forfattarna ytterligare ett
projekt som utvecklats med inspiration fran andra matematiklarare.

gjort med arskurs 9. Det ir viktigt att poingtera att det inte ir rorliga

bilder som i en tecknad serie, diir man kan se hur till exempel en tass hos
en tecknad hund kan rora sig, utan att hela bilden ror sig genom att f5lja gra-
ferna till olika funktioner som eleven anger i programmet. Det ger en illusion
av rorelse i hela bilden.

Elever som deltog i Rirliga bilder med Desmos har tidigare arbetat med
Algebra-artisten och Hundkojan, vilka gjordes i arskurs 8.

Malet med projektet ir att eleverna ska utveckla fortrogenhet med hur spe-
cifika funktioner och deras grafer anviinds for dataanimering samt utveckla en
terminologi och forstaelse for matematik som de kan ha med sig till gymna-
siet och andra framtida studier. Projektet inbjuder till individanpassning. Hela
klassen arbetar med samma arbetsomrade och har samma genomging men var
och en kan sedan arbeta med skapandet pa sin niva.

Ré‘rliga bilder med Desmos har vi valt att kalla det senaste projektet vi har

Forkunskaper och upplagg

Eleverna behover kinna till hur funktioner transformeras, det vill siga hur
funktioner kan flyttas upp och ner samt till hdger och vinster i ett givet
koordinatsystem.

Tidsatgingen for projektet dr fem lektioner och innehaller tva lixor. Forsta
lektionen ir lirarledd: liraren presenterar sex uppgifter som eleverna sedan
reproducerar. I var och en av uppgifterna introduceras nagot nytt. For att
effektivisera arbetet valde vi de bilder som eleverna skulle arbeta med under
denna lektion. Bilderna lagi en gemensam mapp som eleverna hade tillging till
och det ir denna mapp vi hinvisar till i foljande uppgifter.

Eleverna som deltog i projektet har tidigare arbetat med Grafernas abcd.
Dir har vi gdttigenom att en funktion kan skrivas pa formen y = a(1/b(x —¢)) +d
for att littare kunna forindras.

4+ linjir funktion: y=a(1/b(x—c)) +d
4+ parabel: y=a(1/b(x—c))*+d
+ tredjegradsfunktion: y=a(1/b(x—c))*+d

+ trigonometrisk funktion som: y=asin(1/b(x —c)) +d.
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Om du och dina elever inte ir bekanta med skrivsittet frin Grafernas abed
kan ni istillet anvinda den vanligare terminologin och ligga till egna parame-
trar for att forflytta och dndra grafernas utseende:

+ linjir funktion y=kx+m
+ parabel y=x
+ tredjegradsfunktion y=x*

+ trigonometrisk funktion som y = sinx.

Uppgifter som inleder projektet

Nedan foljer i turordning de sex uppgifter som vi paborjade projektet med.
Varje uppgift bestir av mycket korta instruktioner eftersom eleverna redan
tidigare arbetat med Desmos.

Allra forst gir eleverna till www.desmos.com/calculator och loggar in.

Uppgift I
Mal: Att anvinda verktyget glidare, indra bildens koordinater och #ndra ord-
ning pa bilderna. Bilder att anviinda: Carlssons och Penna.

e s & «
@ carlssons.png
Mitt: (10,4) Bredd: 11.02 b
Vinkel 0 Hejd: 11.72
Genomskinlighet: 1
2 TS
& penna.png 5 g
) Pennapng I T Ty
Mitt: (pA) Bredd: 6.45 9
Vinkel: 0 Hejd: 6.77 2 ‘;-/‘Lb
Genomskinlighet: 1
o 0
3
@ p=-4.74
= B . 10

. Ligg till bilder: Klicka pd "+” och vilj bilderna Carlssons och Penna.
. Skapa en glidare p genom att indra pennans x-koordinat till p.

1

2

3. Play: flytta fram och tillbaka, indra hastighet.

4. Andra ordning pa bilderna sa att Penna gir in bakom Carlssons.
5

. Namnge och spara din graf.

[ denna uppgift lir sig eleverna att himta bilder och placera dem i koordinat-
systemet. Direfter anger de en glidare genom att indra pennans x-koordinat
till p. De far testa vad som hinder niir de trycker pa play och de indrar hastig-
heten pa glidaren. De flesta elever visste vad glidare var di de anviint det i sina
tidigare konstverk.
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Playfunktionen visar hur bilden ska réra sig. Fram och tillbaka, framat flera
ganger eller en gdng och s vidare samt vilken hastighet rorelsen ska ha.

2

@ p=0

—

- Animationslage
- EEIe -

Hastighet
KH0.75% +»

Koordinaterna ir i mitten pa bilden, som om det vore bildens tyngdpunkt. Det
ir ocksd viktigt att eleverna ser att bilden pa pojken med pennan gar in i sko-
lan, det vill siga hamnar bakom bilden p4 skolan. Annars maste de byta plats pa
sina bilder i viinstermenyn.

Uppgift 2
Mal: Att indra vinkel, hastighet och riktning samt gomma eller visa koordi-
natsystem och grid. Bild att anvinda: Skateboard.

+ L & K £

0
@) skateboardpng *
Mitt (p,1) Bredd: 9.5 0
Vinkel v Hojd: 10

Genomskinlighet: 1

T1® w @

Skapa en ny graf.
Ligg till bilden Skateboard.
. Skapa en glidare p genom att indra skateboardakarens x-koordinat till p.

AW N

. Lat skateboardakaren gora en volt genom att skapa en glidare v for vinkeln

i bilden.
5. Andra hastighet och riktning tills du dr nojd.
6. Gom koordinatsystemet och rutnitet.
7. Namnge och spara din graf.

Eleverna ligger till bilden och direfter ska de lita bilden gora en volt genom att
skapa en glidare v for skateboarddkarens vinkel. Under varje glidare finns det
tva pilar som anger dess riktning,

Koordinatsystemet gdms via verktyget & lingst upp till hoger i ritytan.
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Uppgift 3
Mal: Attanvinda olikheter, parabler och forsta vad som menas med f{(p).
Bilder att anviinda: Sol och Bd.

e e & L

Q sol.png.
™ ) Brodd 5..*/\47
Vinkel Hojd: 4 ‘)‘
carsiloet )

@ p=-102

qf y<2

; bat.png
/(x):a(%(xfﬂ))2+d

Skapa en ny graf.

Ligg till tva bilder: Sol och Bdt.

Skapa havet med hjilp av olikheten y<2.

Skapa en parabel.

Andra parametrarna tills du ir ndjd med parabelns lige.

Lit solen folja parabeln genom att indra dess x- och y-koordinat till (p, f(p)).
Anpassa glidaren p tills du ir njd med resultatet.

Andra bitens koordinater. Baten ska komma in frin den motsatta sidan.

© o N s W

Gom parabeln, koordinatsystemet och rutnitet.

10. Namnge och spara din graf.

Vi ir medvetna om att det som kommer nu inte ingdr i hogstadiets matematik,
men vi ser det som ett bra tillfille att introducera och férklara den matematiska
terminologin y =f(x). Visa girna ett exempel:

vy =3x—2kan ocksa skrivas f{x) =3x 2.

Vi forklarade for eleverna hur ett virde pa x ger ett viirde pa f(x) och tog till-
fillet i akt att prata med eleverna om oberoende och beroende variabel samt
deras inbordes relation. Vilken variabel ir egentligen beroende av vilken?
Variabeln y ir beroende av x och dirmed blir y en funktion av x.

Sedan gick vi igenom olika exempel pa hur man kan skriva koordinater till
en punkt. P4 tavlan skrev vi A=(p, f(p)), B=(p+6, f(p)) och C=(p, -f(p)) och
diskuterade hur de olika sitten att skriva paverkar punktens position.

Malet med uppgiften ir ocksa att eleverna kommer i kontakt med olik-
heter och med parabler. I vért fall si aterknét eleverna kontakten med de
Desmosarbeten som vi har beskrivit i tidigare artiklar.

Eleverna ligger till bilderna och “méilar” havet genom att anviinda en olik-
het, till exempel y = 2. Direfter skapar de en parabel och #indrar parametrarna
tills de blir ndjda med dess lige. Sedan ska de lata solen félja parabeln genom att
indra solens koordinater till (p, f{p)). Parabeln ska ggmmas si att det ser ut som
att "solen har sin ging”. Solen ska komma in frin ena sidan av bilden och biten
fran den andra. Glidare anvinds. Koordinatsystemet och rutnitet goms i det
firdiga resultatet.
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Uppgift 4

Mal: Att anviinda funktionernas parametrar (a, b, ¢, d) och verktyget zoom.
Bild att anvinda: Barn i kanot.

+ L # K
: -
@ <05 sin(x+08c)+05
8
@ <06 sin(x—02c)+2
8
@ <06 sin(x—07c)+15

qﬂ bam_i_kanot.png

Mitt: (eysinc+ 1.8 Bredd: 10
Vinkel: Orad Hojd: 4.2
Genomskinlighet: 1
5
() c=24
= 10 . - 10
Skapa en ny graf.

Ligg till bilden Barn i kanot.
Skapa havet med hjilp av olikheten y= asin(% (x—c)+d.

W

Ligg till flera vigor genom att ligga till flera sinusfunktioner och #indra i
funktionernas parametrar (a, b, ¢, d).

5. Lat biten folja en annan sinusfunktion genom att indra bildens
koordinater, exempelvis (p, 0.3sinx).

6. Justera parametrarna tills du ir ndjd. Andra éven hastigheten.
7. Gom koordinatsystemet och rutnitet. Zooma till onskad storlek.
8. Namnge och spara din graf.

I denna uppgift ska eleverna ligga in olika sinusfunktioner och indra dess
parametrar for att fd olika vagrorelser. Eleverna ir bekanta med trigonome-
triska funktioner eftersom de har anviint dem tidigare i sina konstverk.

Funktionerna finns i Desmos och kan litt plockas fram. Vi har inte gitt
in och forklarat trigonometriska funktioner for eleverna. Nir eleverna sedan
mdter trigonometri i gymnasiet dr de mer dppna for att lira sig vad funktio-
nerna betyder och hur de tillimpas.

Uppgift 5

Mal: Att indra vinkeln sd att bilden féljer parabeln, till exempel vinkel: 0.04p.
Bild att anviinda: Skateboard.

+ L & «

g
@ ‘skateboard.png
Mitt: (p.f(p)+2) Bredd: 4.0
Vinkel: 0.04pra Hojd: 4.4
Genomskinlighet: 1

p=-137
_137 (@ 10
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®
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Skapa en ny graf.
Ligg till bilden av skateboardikaren.
Skapa en parabel f(x) = ax”.

Andra parametrarna tills du ir nojd med parabelns lige.

O N N

Lt skateboardakaren glida pa parabeln genom att indra bildens
parametrar: center (p, f(p)+2).

6. Andravinkeln s att bilden foljer parabeln, exempelvis vinkel: 0.04p.
7. Justera parametrarna tills du dr nojd.

8. Andra hastigheten.

9. Skapa rampen med hijilp av en olikhet, till exempel y=0.02x>

10. Goém koordinatsystemet och rutniitet. Zooma till dnskad storlek.

11. Namnge och spara din graf.

Malet med uppgiften ir att eleverna ser att dven vinkeln som skateboardika-
ren foljer maste vara beroende av funktionen for att den ska se verklig ut. Hir
ir det viktigt att sikerstilla att eleverna har forstitt och tillgodogjort sig fore-
giende uppgifter s att de férstar varfor vinkeln ir beroende av funktionen.

Uppgift 6

Mal: Tillimpa allt frin foregiende uppgifter samt absolutbelopp.
Bilder att anviinda: Basketboll och City.

+ L &«

city.png
Mitt (-13) Bredd: 34.1
Vinkel or Hojd:  24.2

Genomskiniighet: 1

. basketboll.png
Mitt (pf(p)) Bredd: 1.75
Vinkel: 0r Hojd: 1.75

Genomskinlighet: 1

p=—934
@ - 10

o)

10

f(x) :abs(% sin( %x+2)

Skapa en ny graf.

Ligg till bilderna City och Basketboll.

Byt plats pa objekten si att bollen ligger framfor bakgrunden.

Skapa en linje som bollen ska folja, f{x) =1.

L4t bollen folja linjen genom att indra i bildens koordinater (p, f(p)).

Justera parametern p sd att bollen ror sig genom hela bilden.

N oo o W e

Testanu att dndra f(x) = asin(% (x—0)+d).
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8. Andra sinusfunktionens parametrar (a, b, ¢ och d) tills du ir njd med
grafen.

9. Andra hastigheten.
10. Gom kurvan och studera hur bollen studsar.

11. Om du vill att bollens hojd ska indra sig med tiden behover du lata
funktionen foriindras s att amplituden minskar med tiden.

12. Testa till exempel f{x) :;“sin(%x) +1L

13. Justera vid behov f(x) = & sin(% x)+ 1.
10

14. Vill du fa en mera realistisk studs, ta absolutbelopp av hela funktionen
f)= abs(% sin(% ) +1).
10

15. Gom koordinatsystemet och rutnitet. Zooma till dnskad storlek.
16. Namnge och spara din graf.

I uppgift 6 borjar vi visa eleverna hur bollen flyger rakt genom hela bilden for
att sedan studsa med hjilp av en sinusfunktion. Eleverna inser snabbt att en
boll inte studsar pd det sittet: ner i marken och sedan lika hoga studsar hela
tiden. I verkligheten studsar bollen pd marken och studshsjden blir ligre och
ligre for varje studs. Vi introducerar absolutbeloppet i bilden samt liter stud-
sarna bero pa x-koordinaten. En mycket avancerad funktion, men eftersom
eleverna har arbetat med Grafernas abcd och métt absolutbelopp blir funktio-
nen med alla dess parametrar mojlig att forsta.
Inspirationen till uppgift 6 fick vi fran wwwyoutube.com/watch?v=\1aZe2hl_-U.

Bakgrundsbild

CESENON JOMC N K ) ®
e | e et «

0]

Eleverna kan i den kommande uppgiften viilja att ha en bakgrund som de hiim-
tar frin nitet eller att inte ha nigon bakgrund alls. En del elever dteranvinder
sina bilderna fran &rskurs 8.

Ett annat alternativ ir att teckna en |
egen bakgrund, fotografera den och
importera in i Desmos. For att ladda upp
bilder till Desmos: ga till hamburgerme-
nyn (=), skapa en ny graf, klicka "+” och
ladda upp bilden.
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Transparenta bilder

Vill man undvika stérande bakgrunder ir det bra att anviinda transparenta
bilder, det vill siga bilder utan firgad bakgrund. Transparenta bilder kan man
soka pa nitet genom att ange transparent image tillsammans med sokordet.
Bilden till hoger ir transparent, biten smilter in i bakgrunden.

Elevuppgift Rorliga bilder med Desmos

Eleverna far foljande information om den uppgift de ska gora.

Gor din egen animerade bild med Desmos.com. Din skapelse béor:

+ innehalla dtminstone tva bilder

4+ innehélla dtminstone tva grafer

4 vara originell, kreativ och konstnirlig

4+ haminst en av bilderna kopplad och rora sig lings en graf

+ haen vinkelnien av bilderna som ska indra sig med hjilp av parametrar.
Mer att tinka pa

+ skapa ditt eget Desmoskonto for att gora och sedan spara dina bilder

+ gor girna mappar i Desmos for de olika delarna i ditt projekt

4 kom ihag att spara din teckning innan du avslutar programmet

4 striva efter att hitta ritt balans: teknisk méngfald och konstnirlig
elegans

+ dokumentera din skapelse i ett separat worddokument.

Dokumentation

Beskriv din skapelse i ett separat worddokument diir du ger din skapelse ett
namn. Beskriv den animerade bilden kort. Forsok att ge en iikta, tankevick-
ande beskrivning. Fragor som kan hjilpa digi din beskrivning:

4 Verkets namn med motivering. Vad forestiller bilden?

4+ Hur kom du fram till din idé?

4+ Huranviinde du olika parametrar {6r att skapa rorelse i din bild?
+ Vad lirde du dig under den skapande processen?

+ Hittar man nigon extra intressant 1dsning i din bild?
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Kamratdterkoppling och redovisning

Vi arbetar med kamratbedomning. Varje elev fir sin bild granskad av tvd
andra elever som limnar forslag pa forbittringar och stiller relevanta fra-
gor. Eleverna far sedan tid att forbittra sin bild utifrin given iterkoppling.
Kamratbedémningen blir ett tillfille for eleverna att lira sig mer om funktio-
ner, parametrar, den matematiska terminologin och olika grafers utseende.

Redovisningen sker i form av en rapport som bestér av dagbok, worddo-
kumentationen, férklaring av svarigheter och hur de Iostes, samt en kort film
pi 2-5 minuter, dir eleverna forklarar sitt projekt och matematiken som lig-
ger bakom. Eleverna kinner igen rapportstrukturen frin tidigare projekt i
Desmos. I sina filmer foljer eleverna upp fridgorna som horde till dokumenta-
tionen kompletterade med svar pa ytterligare nagra frigor for att ge en ikta och
tankevickande beskrivning:

4 Vilken eller vilka diagramtyper anvinde du for att skapa din bild?
+ Vad ir dusirskilt stolt dver med din bild? Varfor?
4 Vilka svarigheter motte du? Hur loste du dem?

4+ Hur anvinde du dig av begrinsningar i virdemiingd, definitionsmingd och
olikheter (ifall du anvint dig av dem)?

4+ Vilken matematisk terminologi har du anvint?

Under hela projektet ir det viktigt att gd igenom och anvinda korrekt mate-
matisk terminologi. Vi skapar en lista med relevanta ord som vi delar och dis-

kuterar med eleverna:
linje linjir funktion parabel
andragradskurva tredjegradskurva sinuskurva
kvadratrotsfunktion (69} funktion av x
definitionsmingd virdemingd variabel
parameter koordinat olikheter
lutning y-led x-led
parallellt vinkelritt forflytta
stretcha absolutbelopp

Forutom den skriftliga rapporten och filmen presenterar eleverna sin bild for
klassen och fir dirmed ytterligare en méjlighet att befista matematiken.

Avslutningsprojekt

Detta ir ett projekt som ir bra att avsluta arskurs 9 med. Eleverna far inblick
i hur matematik kan anvindas for att f3 bilder att rora sig. Det viktigaste med
projektet dr att vi ser att eleverna inte ir frimmande utan dppna for andra
funktioner in rita linjer.

P4 foljande sidor visar nigra av vara elever sina bilder och dokumentationer.
Nagra filmer finns att se pA Niimnaren pa niitet.
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Elevkommentar med exempel

Den dkande mopeden av Fredrika, dk 9

L & «

(x+18)%+ (y—2)2=9 {y<3

(x=9)%+ (y-2)2=9{y<3)

y=05x-1{125>x>8}
(x—8)2+ (y—5)2=20 {x>6

y=x+28 {9.5>y>3}

(SRR RN RN > B

y=9.5{-185<x< 11}

"Under den skapande processen lirde jag mig mycket. Till en borjan tyckte jag
att allt var svirt men under tiden provade jag mig fram och idag skulle jag nog
kunna gora ett konstverk av de formler jag har i huvudet. Begrinsningar tyckte
jag var svirt, men nu kiinns det vildigt logiskt och samma sak med de andra
graferna.

Jag gillar mitt konstverk for att det ir, enligt mig, fint och harmoniskt att
kolla pa men ocks& matematiskt snyggt. Jag iir niistan fascinerad éver vad man
kan gora genom att bara anviinda siffror, bokstiver och tecken.”

Pinocchio av Celine, ak 9

+ P o

‘@ Background3.jpg
Mitt: (0,0) Bredd: 17.21
Vinkel: 0ra Hojd:  10.16
Genomskinlighet: 1

4=, Pinochio.png
Mitt: (psf(p)) Bredd: 1.39
Vinkel: 0 Hojd: 2,143

Genomskinlighet: 1

® p=35

= | -5

£(x) =0.3sin(2.5x +2¢)-2

b c=4.92

-10

"Projektet bestir utav en bakgrund som férestiller ett trihus med ett garage,
en figel som rullar ner frin taket, och Pinocchio som skuttar ut ur garaget.

Det forsta jag gjorde var att infoga Pinocchio. Problemet var att han var
vinklad at fel hall. Detta l6ste jag genom att géra ”Width” negativ, sd att bilden
dé blev spegelvind.
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Direfter indrade jag Pinocchios x-koordinat till p och indrade "Center” till
(p,/(p)) och lain en funktion av x och en sinusfunktion eftersom jag ville ha en
sinuskurva, f(x) = 0,5sin(2,5x + 2c) — 2. Pinocchio kommer d4 att folja sinuskur-
van, som i sin tur gor att det ser ut som om han skuttar.

Vad jag iir mest stolt dver dr hur jag 16ste sd att Pinocchio kunde studsa ut
ur garaget och att man inte kunde se honom fran bérjan. Losningen var simpel
men inda vilfungerande. Det var bara att ta en screen-shot pa den del av bil-
den som man inte ville att Pinocchio skulle synas pa. Sen var det bara att infoga
och placera in den nya bilden ... Jag har iven forstitt mig pd hur och nir jag
ska anviinda f(x), genom att indra "Center” till (p, f(p)) sa figuren i sin tur kan
hamna pa min f(x)-funktion (ex en sinuskurva).”

StarWars av Wille, ak 9

+ Lale & «
o -55(e 35
.
® v=-62

= -62(e . 7.5
5
Q wp3071036.jpgq

Mitt: (0,0) Bredd: 121.4

Vinkel: 0 Héjd:  81.57

Genomskinlighet: 1

ﬁ kylo ren matte.png
Mitt: (~af(—a)) Bredd: 21.97

Vinkel: v Hojd:  21.57

T och med att vi forra aret skapade icke rorliga bilder genom att "rita” med
hjilp av matematik och att jag denna ging tagit en firdig bakgrund och dir-
med struntat i "rit”-momentet har projektet varit lirorikt. Allt i skapandet av
denna animerade bild har varit nytt for oss d vi ej skapat rorelser tidigare. Vi
har anviint oss av transparenta bilder som man kan forflytta. Det vi lirt oss tidi-
gare har varit ett hjilpmedel for skapandet da vi hade nytta av grafer i vara bil-
der for att sedan koppla figurer till graferna. Jag har lirt mig hur man kopp-
lar figurer sé att de ror sig lings en graf, i mitt fall en andragradskurva med en
funktion av x samt tva sinuskurvor 4t tva andra figurer var for sig.

En av lektionerna bérjade med en liten form av introduktion dir nigra
i klassen fick presentera sina ideér, ett bra sitt for oss andra som lyssnade att
ta in tips pd hur man kan skapa sin bild och vad man kan tinka pa vid eget
skapande. Hir fick jag faktiskt ett vildigt bra tips till mitt eget arbete att man
kan ta en skirmdump for att sedan ligga in i Desmos sd att bakgrunden kan
overlappa figuren som kan ga under. Detta var anviindbart for mig niir jag efter
introduktionen gjorde pa detta vis si att min figur som jag skulle vilja férsvinna
forsvann.”
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Biet och blommorna av Linn N, ak 9

+ - N 8 « } | [ TTTTT
® h=-1787 =
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k(x) = —mod((x+0.2),4)+2

"Jag anvinde inga begrinsningar i x-led (definitionsmingd) och y-led (viirde-
mingd) pa sjilva graferna. Jag stoppade mina bilder frin att folja en graf i oind-
ligheter genom att mixtra variabelns minsta och storsta x den fick vara pd, pd
parametrarna, vilket fir samma effekt for bilden. Jag begrinsade sa att solen
inte fortsatte in under marken. Jag begrinsade ocksa vilka vinklar som blom-
morna pendlade mellan nir de gungade.

Jag begrinsade biets position si att det inte fortsatte upp i tomma intet efter
att ha samlat nektar frin blommorna.

Jag ir extra stolt dver biets vinkel som jag skapat med forstagradsgraf med
modulo. Den var svir att géra, och den band liksom ihop tidigare kunskaper.
Innan har jag undrat lite vad modulo anvinds for, och nu vet jag.

Jag har ocks3 lirt mig hur Desmos funkar, och en djupare forstielse varfor
f(x) ir samma sak som y.”
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