Niclas Larson

Tredimensionella figurer

Geometriska kroppar och deras inbdrdes relationer &r inte alltid s& sjélvklara. Ar
den klassiska forpackningen med Toblerone ett prisma eller en cylinder? Har
reder forfattaren ut de snariga begreppen cylinder, prisma, kon och pyramid.

ir en parallellogram. Liknande relationer kan vi hitta bland de tredi-
mensionella figurerna som ofta kallas f6r geometriska kroppar. Hir ska
vi titta lite nirmare pa dessa relationer.

I den preliminira versionen av grundskolans nya kursplan stir som centralt
innehall for arskurs 1-3 Grundliggande geometriska twidimensionella objekt
samt objekten klot, kon, cylinder och ritblock. Egenskaper hos dessa objekt och
deras inbirdes relationer. For arskurs 4—6 star det Grundliggande geometriska
tvd- och tredimensionella objekt samt deras egenskaper och inbordes relationer.
For arskurs 7-9 formuleras det nagot kortare: Geometriska objekt samt deras
egenskaper och inbordes relationer. Objektens inbdrdes relationer nimns alltsa
i samtliga tre stadier. I gymnasieskolans dimnesplan star det ver huvud taget
ingenting om geometriska kroppar, si det ir framforallt i grundskolan som
detta ska tasupp.

D et ir nog vilbekant att en kvadrat ir en rektangel och att en rektangel

Cylinder

Nir vi i matematiken talar om cylinder, s ir det nog minga som forestiller sig
en vanlig konservburk. Det ir heller inte ovanligt att matematikbdcker bara
tar upp just denna form av cylinder, vilket signalerar att det ir just en konserv-
burken och inget annat som iir en cylinder. Det stimmer att en konservburk ir
en cylinder, men det finns faktiskt manga andra former som en cylinder kan ha.

Lite forenklat kan man siga att en cylinder ir en kropp dir basytorna (bot-
ten och topp) ir kongruenta och parallella, och diir varje tvirsnitt av kroppen,
parallellt med basytorna, ocksi ir kongruent med dessa. Det hir giller for-
stds for cylindern som ser ut som en konservburk, men ocksé for manga andra
kroppar. Ligg speciellt mirke till att det inte finns nigon beskrivning av bas-
ytornas form, vilket beror pa att basytorna kan ha vilken form som helst, si
linge de dr "platta”.

Det hiir betyder att ett prisma ocks4 iir en cylinder. I ett prisma ir ju bot-
ten och topp kongruenta. En cylinder kan ocksd ha basytor som ir stjirnfor-
made, ovala eller har en oregelbunden form som inte har nigot speciellt namn.
Det viktiga iir att basytorna ir parallella och kongruenta, och att varje paral-
lellt tvirsnitt ocksa dr kongruent med dessa. Lite lingre ner kommer vi att se
pa dnnu ett villkor som méste vara uppfyllt, men vi viintar med det en stund.
Prismer dterkommer vi ocksé till senare.
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Rak och sned cylinder

P4 ungefir samma siitt som att vi nog ofta tinker pa en cirkulir cylinder nir vi
i matematiken hor ordet cylinder, s tinker vi nog ocksd att det dr en rak cylin-
der. I en rak cylinder ligger toppen rakt ovanfér botten, som i exempelvis en
konservburk eller en vanlig kartong. Men det finns faktiskt inte ndgot i defi-
nitionen av cylinder som siger att det maste vara pa det sittet. Det viktiga ir
att basytorna ir parallella (och kongruenta). I figur 1 finns tva exempel pa raka
cylindrar och tvi exempel pa sneda cylindrar.
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Figur 1. Raka och sneda cylindrar.

De tvé gula cylindrarna kallas for en rak cirkulir cylinder respektive en sned
cirkulir cylinder. Men som vi ser i de bl figurerna behover inte basytorna i en
cylinder vara cirklar s linge de ir parallella och alla tvirsnitt ir kongruenta.

Ytterligare ett villkor dr att man ska kunna ligga en linjal lings sidoytan fran
botten till toppen pé alla delar av sidoytan. Ett annat sitt att siga samma sak iir
att sidoytan bestar av strickor som alla #ir parallella med varandra. Det betyder
att en cylinder inte kan vrida sig som Turning Torso i Malmé. Sidoytan kan inte
vara buktig eller "aka slalom” mellan botten och toppen. Man maste kunna gi
rakt upp, eller rakt upp pa snedden, frin botten till toppen.

Volym och begrinsningsarea for cylinder

En cylinders volym beriiknas alltid genom att multiplicera basarean med hoj-
den, alltsd V=Bh. Hojden ir det vinkelrita avstindet mellan basytorna. Hur
man beriknar basarean beror forstis pa basytans form. Dirfor kan det vara
bist att alltid utgd fran formeln V=Bh. Den fungerar for alla cylindrar. Ser vi pa
specialfallet cirkuliir cylinder, s& far vi V=nr?h, eftersom B=nr2.

Begrinsningsarean for en cylinder fir man genom att addera arean av de tva
basytorna (toppen och botten) med arean av sidoytan (eller sidoytorna). Arean
av sidoytorna fir man genom att multiplicera basytans omkrets med cylin-
derns hojd, eftersom sidoytan av en cylinder alltid kan "klippas upp och veck-
las ut till en parallellogram”. Parallellogrammen ir en rektangel om det dr en rak
cylinder. For en cirkulir cylinder, dir sidoytan kallas mantelyta, giller dirmed
A=27r?+ 2nrh =21r(r+ h).
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Prisma

Mainga associerar nog prisma med ett glasprisma som bryter ljus till ett spek-
trum, dir prismat har samma form som i figur 2. Man finner ocksé en liknande
bild pd omslaget till ett av virldens mest silda musikalbum, The Dark Side
of the Moon med Pink Floyd. Men vad ir det som egentligen giller for att en
kropp ska vara ett prisma?

Figur 2. Glasprisma som bryter ljus.

Ett prisma ir en cylinder dir basytan ir en manghorning, eller polygon som det
ocksa heter. Har man forstéitt vad en cylinder ir, sa behdver man faktiskt inte
definiera prisma noggrannare in si. Automatiskt omfattas nu prismat av allt
som giller for en cylinder, med tilligget att basytan méste vara en manghor-
ning. Prismat iir alltsd en speciell sorts cylinder.

Ett n-sidigt prisma

En vanlig kartong ir ett prisma och forstas en cylinder. Nirmare bestimt ir
kartongen ett fyrsidigt prisma, eller ett rektangulirt prisma. Ska vi vara innu
noggrannare s3 ir kartongen ett rakt fyrsidigt prisma. I figur 1 finns ett rakt
sexsidigt prisma och ett snett femsidigt prisma. Glasprismat i figur 2 och
Tobleroneasken i figur 3 ir tresidiga prismer, eller mer noggrant raka tresidiga
prismer.

Eftersom basytan i ett prisma dr en minghorning, si kan basytan i ett
prisma ocksa vara stjirnformad. Eller ha formen av ett parallelltrapets. Eller
vara L-formad. Kort sagt, basytan kan vara vilken minghdrning som helst. Ett
n-sidigt prisma har n sidoytor. Sidoytorna ir alltid parallellogrammer, och om
det iir ett rakt prisma s 4r sidoytorna rektanglar.
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Figur 3. Raket tresidigt prisma.

Prismats volym och area

Eftersom ett prisma ir en cylinder, sd giller naturligtvis samma volymformel
for prismat som for cylindern, V.=Bh. Ser vi pa specialfallet rakt rektangu-
lirt prisma (tex en kartong) sd ir basarean B=1-b, diir [ ir basytans lingd och
b dess bredd. Sa volymen ir V=Bh=1-b-h, en formel som du nog har sett tidi-
gare. Begrinsningsarean fir man som tidigare genom att summera areorna for
sidoytorna och de tvd basytorna.
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Kon

Om vi tinker pd en kon idr det nog manga som ser framfor sig det som noggran-
nare sagt heter en rak cirkulir kon, se till vinster i figur 4. Alltsa ungefir som
enstjirngossestrut eller en vanlig orangerdd trafikkon. Men pd samma siitt som
for cylindern, sa kan basytan till en kon ha manga olika former.

Det viktiga ir att det maste finnas en platt basyta och att det frin basytan
gar upp sidoytor till en gemensam spets. Dessutom madste varje tvirsnitt av
konen, parallellt med basytan, vara likformigt med basytan. P4 samma siitt som
for en cylinder, sd ska man kunna ligga en linjal lings konens sida fran basytan
till spetsen. Det betyder att en kon inte kan vara skruvad, och saledes inte vara
en spetsig version av Turning Torso.

Rak och sned kon

P4 samma sitt som for en cylinder, si finns det raka och sneda koner. Tar vi
exemplet med en cirkulir kon, s ir den rak om spetsen ligger rakt ovanfor bas-
ytans medelpunkt. I annat fall ir konen sned. I figur 4 ser vi en rak cirkulir kon
till vinster och en sned kon till hoger. Koner av typen till hoger ska vi strax
dterkomma till.
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Figur 4. Rak och sned kon.

Konens volym och area

Om en cylinder och en kon har samma basarea och samma héjd, sa dr konens
volym en tredjedel av cylinderns. Eftersom cylinderns volym &r V =Bh, bety-
der det att konens volym ir V =Bh/3. Detta giller oberoende av basytans form
eller om det ir en rak eller sned kon. Hojden ir det vinkelrita avstandet fran
spetsen till basytan, se tex den viinstra konen i figur 4. For en sned kon ir det
inte sikert att spetsen ligger ovanfor basytan, dvs hojden faller utanfor basy-
tan. D4 4r hdjden det vinkelrita avstindet frin spetsen till planet som basytan
liggeri.

Det kan vara svirare att bestimma arean av sidoytorna. Men for en rak cir-
kuliir kon dr A =mrs, dir 7 dr basytans radie och s ir avstindet fran spetsen
lings sidoytan ned till basytans kant. Med hjilp av Pythagoras sats kan vi ocksa
uttrycka detta som A =mrVr* + 1. Vill vi ha hela begrinsningsytan for en rak
cirkulir kon, s adderar vi med arean av den cirkelformade basytan.
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Pyramid

Relationen mellan kon och pyramid motsvarar den mellan cylinder och
prisma. En pyramid ir helt enkelt en kon dir basytan ir en minghdrning. Det
betyder att kroppen till hoger i figur 4 ir en sned pyramid, eller noggrannare
sagt en sned fyrsidig pyramid.

P4 samma sitt som for prismat kan basytan i en pyramid ha olika former.
Det viktiga ir att den ir en manghorning. I figur 5 ser vi fem-, sex- och sjusidiga
pyramider. Som vi kan se i figur 4 till hoger och i figur 5, sa ir sidoytorna i en
pyramid trianglar. Om det ir en rak pyramid, som alla pyramiderna i figur5,
sd ir trianglarna likbenta. Eftersom pyramiden ir ett specialfall av konen, sa
beriknas volymen pd samma sitt. Vi riknar forst ut basarean B och s3 anvin-
der vi formeln V' = Bh/3. Pyramidens begrinsningsarea far vi genom att addera
basarean med arean av alla trianglar som utgor sidoytorna.

Figur 5. Femsidig, sexsidig och sjusidig pyramid.

Avslutande reflektioner

Hur geometriska kroppar ska behandlas i undervisningen ir rimligtvis upp
till varje lirare eller skola att avgora. Kursplanen siger ju inte specifikt vilka
kroppar som ska tas upp, undantaget ak 1-3, hur relationerna mellan dem ska
betonaseller hur detaljerad man ska vara i sin undervisning. Det finns {or dvrigt
ocksa detaljer i definitionerna som har utelimnats i den hir texten. Genom att
sjilv ha en god kunskap om geometriska kroppar och deras relation till varan-
dra, ir det rimligtvis littare att planera och fatta limpliga beslut i sin under-
visning, Det blir férmodligen ocksa littare att svara pa fragor av typen "varfor
heter det ibland rak cirkuliir cylinder, méste inte en cylinder vara cirkulir och
finns det cylindrar som iir sneda”, som nagon nyfiken elev kan stilla. En av for-
hoppningarna med denna genomging ir att det kan ge nigra idéer om hur man
kan tackla sidana fragor.
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