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Hur tankte du?

| denna artikel presenteras resultat fran en forskningsstudie som beskriver
de svarigheter och mojligheter som matematikldrare pd hogstadiet och
gymnasiet upplevt ndr de har arbetat med det digitala verktyget Geogebra.

kommer att skapa biittre forutsittningar for elever att liira sig matema-
tik. Men trots omfattande insatser frin olika hall, inte minst fran lirare
och elever, visar studier att effekter pa elevernas lirande har uteblivit.
Undervisning ir komplext och digitala verktyg bidrar till denna komplexi-
tet. Det forviintas att lirare pd egen hand ska lira sig hantera nya verktyg och
forstd hur de kan bidra till undervisningen. Samtidigt ska de skapa nodvin-
diga anpassningar av uppgifter och arbetsformer s att verktygets potential blir
anvindbar i klassrummet for olika syften. I den politiska debatten ir det ofta
enbart digitaliseringens férdelar som man talar om, medan svarigheter med att
integrera digitala verktyg i matematikundervisning tenderar att starkt under-
skattas. Kanske ir det hiir vi kan borja {orstd varfor digital teknik i matematik-
klassrum inte ger de férviintade resultaten pa elevers lirande i matematik.
Geogebra ir ett sd kallat DGS-verktyg (dynamic geometry system) som
bland annat majliggdér dynamisk koppling mellan olika representationsfor-
mer. Geogebra har funnits i flera 4r och anviinds kanske frimst inom hogsta-
diets och gymnasieskolans matematikkurser. Fér en mer ingdende beskrivning
av verktyget hiinvisas lisaren till www.geogebra.org. T artikeln forklaras nagra av de
svarigheter som kan uppsta niir ett DGS-verktyg anviinds.

Det har linge funnits en {orvintan frin samhillet att digitala verktyg

Forandringar i det didaktiska systemet

Verktyg som Geogebra orsakar forindringar i vad det innebir att géra mate-
matik i grunden, vilket i sin tur kan skapa en situation som lirare inte alltid ir
beredda pa att hantera. Foljande uppgift fir tjina som inledande exempel:

Bestam ekvationen for den réta linjen som garigenom punkterna (-1, 2) och
(2,5). Svara pa formen y =kx +m.

Det finns flera metoder som eleven kan ta till for att 16sa den hiir uppgiften.
Traditionella metoder kriver algebraiska omskrivningar for att eleven ska
kunna skriva funktionen pa formen y=kx+m. Men om eleverna har tillging
till Geogebra kan de 16sa uppgiften med de inbyggda verktyg som finns i pro-
grammet. Det eleverna behdver kunna ir vilka menyer som kan anvindas for
att lita programmet 16sa uppgiften. Att anviinda algebraiska firdigheter dr inte
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lingre nddvindigt. Exemplet visar hur ett verktyg kan forindra forutsittning-
arna i en matematisk aktivitet. Naturligtvis dr detta ndgot som i sig inte ndd-
vindigtvis dr negativt, iven om exemplet kan tolkas pa det siittet.
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» Algebrafénster X » Ritomrade X
Linje
o fiy=x+3
pUnkr 6 linje f: y=x+3
® A=(-1,2)
® B=(2,5) 5

Lisningen till uppgiften
i Geogebra.

Praktiskt och epistemologiskt syfte

I sjilva verket kan det finnas olika syften med en matematisk aktivitet. I vissa
situationer spelar det inte sa stor roll hur en uppgift blir 8st utan det viktiga ir
attden blir 16st. D3 kan det vara motiverat att anviinda alla tillgingliga resurser
for att ta fram resultat pa ett sikert och effektivt sitt. Med andra ord, ibland r
det resultatet i sig som ir i fokus eftersom avsikten ér att anviinda resultatet for
nigon omedelbar nytta. I sidana fall kan man siga att syftet med den matema-
tiska aktiviteten i férsta hand ir av praktisk karaktir. Vi kan dérfor kalla detta
syfte for det praktiska syftet med en matematisk aktivitet.

I andra situationer kan svaret vara av sekundir betydelse, vilket inte ir
samma sak som att det dr oviktigt. Det kan till exempel vara en situation dir
man vill att eleverna ska bekanta sig med en specifik kunskap i form av en
teori, eller kanske en metod. I detta fall kan vi siiga att syftet med den mate-
matiska aktiviteten ir att synliggora olika aspekter av den kunskap som upp-
giften representerar. Resultatet eller svaret pi en uppgift kan naturligtvis vara
en av de aspekter man iir intresserad av men inte den enda. Vi kan kalla detta
syfte for det epistemologiska syftet med en matematisk aktivitet (frdn grekis-
kan episteme som betyder kunskap).

Det ligger ingen viirdering i begreppen praktiskt syfte och epistemologiskt
syfte men naturligtvis kan lirare gora olika prioriteringar, vilket pa olika sitt
péverkar elevernas lirande. En rimlig utgdngspunkt iir att undervisning i mate-
matik behdver ta hinsyn till bide det praktiska och det epistemologiska syftet.
Inte minst om vi vill skapa mojligheter for eleverna att mota olika dimensioner
av dmnet matematik.

Kanske #r det s att det epistemologiska syftet (da svaret inte ir i fokus) till
viss del inryms inom det praktiska syftet nir undervisning ir baserad pa att
elever anvinder papper och penna eftersom liraren normalt har utvecklat
sitt att hantera detta i sin undervisning. Men nir ett verktyg som Geogebra
anvinds behover liraren gora nya dverviganden eftersom programmet kan




forindra den balans som liraren skapat. Plotsligt kanske den uppgift som lira-
ren vanligtvis ger till eleverna inte lingre ir meningsfull i forhallande till det
epistemologiska syftet. Uppgiften ovan ir ett exempel diir det epistemologiska
syftet riskerar att forsvinna helt om inte liraren vidtar atgirder for att balan-
sera upp situationen. Det jag kommer att beskriva och argumentera for 4r att
detta dr en utmaning eftersom det ir svart att forutsiga foliderna av de forind-
ringar det digitala verktyget medfor. Problemet dr dock inte nytt, varje nytt
verktyg kriiver en férindring av de uppgifter eller den matematik som behand-
las. P4 sa siitt ir inte Geogebra annorlunda in till exempel en miniriknare. De
forindringar Geogebra for med sig 4r didremot mer komplexa och dirfor sva-
rare att anpassa sig till.

Ricker det inte med att vi forindrar uppgifterna och anpassar dem till
Geogebra? Tyvirr dr det inte si enkelt. Att gdra matematik kan fi en annan
innebord nir Geogebra anvinds eftersom verktyget tilliter anvindaren att
utforska matematik genom dynamiska och multipla representationsformer.
Det innebir att de experimentella och utforskande aspekterna i matematik,
som till viss del alltid har funnits dir, fir en stérre betydelse och en mer fram-
tridande roll.

[ den forskningsstudie som beskrivs hiir anvinde lirarna undervisnings-
material som var speciellt anpassade for att utnyttja de dynamiska egenska-
pernaiGeogebra. Aven om lirarna sig ett stort viirde i dessa forindringar hade
de svért for att anpassa sig till den nya situationen. Samtidigt som Geogebra
ger nya mojligheter till utforskande arbetssitt 4r det otroligt effektivt som ett
praktiskt verktyg.

Fran undersokande arbetssditt till "brute-force”

For att forklara hur Geogebra kan paverka hur elever arbetar med matematik
i klassrummet behover vi ytterligare ett exempel. Vi tinker oss en undervis-
ningssituation diir liraren vill att en elev ska fundera och ge forslag pa 16snings-
metod (epistemologiskt syfte) innan sjilva arbetet med att 16sa uppgiften, till
exempel en ekvation, kan starta. Liraren stiller sin fraga till eleven, men istl-
let for att fundera pd limpliga metoder chansar eleven och svarar med vad
eleven tror ir ritt virde pi den obekanta. Liraren talar di om for eleven att
svaret ir fel. Eleven gor en ny chansning som liraren hanterar pi samma sitt.
Proceduren fortsiitter och for varje omgang blir elevens chansningar bittre och
bittre. Till slut svarar eleven ritt och liraren bekriftar detta. Liraren kan dnt-
ligen pusta ut.

Frin borjan fanns det ett epistemologiskt syfte, det vill siiga att fa eleven
att fundera pa mojliga strategier. Men istillet anvinde eleven liraren som ett
redskap for att komma fram till det korrekta svaret pa det mest effektiva sit-
tet som eleven kinde till. Eleven anvinde en teknik som pa engelska benimns
"brute-force” som innebir att man genom upprepade forsok testar olika moj-
ligheter for att forhoppningsvis hitta en l6sning. Att anviinda liraren pa detta
sitt ir tidskrivande och det ir hogst tveksamt om liraren hade orkat med
hela viigen, men for ett digitalt verktyg finns det inga sdidana begrinsningar.
Geogebra trottnar inte, tvirtom kan programmet stddja brute-force-tekniker
pi ett effektivt sitt tack vare dess majligheter till snabba beriikningar och visu-
alisering. Med andra ord, Geogebra kan forstirka hur elever interagerar med
ett matematiskt innehéll pa ett icke onskvirt sitt. Vi kan likna detta sitt att
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anvinda Geogebra vid att sitta pa ett snabbtdg pé vig mot ett slutmil medan
det matematiska landskapet utanfor passerar forbi utan att reseniren har moj-
lighet uppfatta eller undersika dess skonhet.

Erfarenheter fran studien visar att det finns en risk att eleverna anvinder
Geogebra som ett verktyg for brute-force, nigot som sillan ir meningsfullt uti-
frin det epistemologiska syftet dven om tekniken kan vara mycket anvindbar
ur ett praktiskt syfte. Skillnaderna mellan dessa tva olika sitt att involverasien
matematisk aktivitet kan vara mycket sma och dirfor svéra att uppticka niir
Geogebra anviinds. Samtidigt har de stor paverkan pé vilken matematik som
synliggors for eleverna och pa vad de lir sig. I studien kunde vi se hur olika vari-
anter pa detta fenomen kunde uppsta vid olika tillfillen och med olika lirare.
Dock skedde detta betydligt mer subtilt in i exemplet ovan och passerade dir-
for obemirkt for lirarna.

Det som bidrog till svarigheterna att upptiicka detta fenomen i stunden var
att arbetet med Geogebra skapade hog motivation bland eleverna med mycket
aktivitet i klassrummet. Eleverna lyckades losa uppgifterna och lirarna kom
initialt att uppfatta undervisningssituationen positivt och lektionen som mer
lyckad in vad den i sjélva verket var.

Den didaktiska relationen

Sammanfattningsvis kan man siga att Geogebra har potentialen att paverka
alla delar i den didaktiska relationen (elev, lirare och kunskap) pa sitt som iir
svara att forutsiga och kontrollera. Till exempel inbjuder Geogebra till ett
utforskande arbetssitt samtidigt som verktyget kan trivialisera hur eleverna
involveras i den matematiska aktiviteten. Det beror pa att det dr mer kom-
plext att anvinda digitala verktyg for ett epistemologiskt syfte in for ett prak-
tiskt syfte. Det som ir styrkan hos Geogebra, till exempel berikningskraft och
visualisering, kan diirfor skapa en allvarlig brist i en undervisningssituation om
anvindningen av programmet inte dvervakas och kontrolleras.

®)

Elev

GeoGebra

Lérare Kunskap

Om det epistemologiska syftet dsidositts vid ndgot enstaka tillfille ir det inget
stort problem. Men om det sker konsekvent kan det leda till simre méjligheter
for eleverna att involveras i processer av matematiskt tinkande som normalt
ses som nddvindigt for att utveckla goda kunskaper i matematik. Risken dr att
undervisningen inte bidrar till bittre lirande i matematik diven om eleverna
utvecklar goda kunskaper i att anviinda Geogebra som ett praktiskt verktyg.
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Direkt och uppskjuten evaluering

[ forskningsstudien utvecklades ett ramverk baserat pa etablerad forskning
for att planera, genomfora och utvirdera undervisning med digitala verktyg.
Ramverket hjilpte lirarna att identifiera bide énskade och oonskade effekter
av att anviinda Geogebra i undervisningen. Ramverket innehiller flera dimen-
sioner, men i den hiir artikeln fokuserar vi begreppen direkt evaluering och
uppskjuten evaluering eftersom dessa begrepp visade sig speciellt anviindbara
for att forstd vad som hiinde under en problemldsningslektion med Geogebra.

Begreppen direkt evaluering och uppskjuten evaluering har sitt ursprung i
den si kallade IRE-sekvensen som beskriver ett vanligt interaktionsménster
for undervisning i klassrummet. IRE star for initiering, respons och evaluering.
I sin enklaste form kan interaktionsmonstret g till pa foljande sitt: liraren
stiiller en fraga (initiering), en elev svarar (respons) och ldraren agerar pé elevens
svar till exempel genom att bekrifta att eleven har svarat riitt (evaluering).

Initiering

Sl
o
i

Larare

_/—1

Evaluering

Respons

Elev

Ibland kan liraren anvinda andra strategier i en utékad IR E-sekvens. Det sker
till exempel nir liraren stiller foljdfragor, ltsas inte forst elevens svar, frigar
andra elever, upprepar frigan eller forenklar fragan for att eleverna ska svara
ritt. Ssmma modell kan ocksa beskriva hur digitala verktyg anvinds. Geogebra
kan anvindas pa olika siitt bide for att presentera en uppgift for eleven och for
att evaluera elevens respons.

Initiering

@_ _____ ggg Respons ¢ @
000

Lérare GeoGebra Elev

Evaluering
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Evaluering kan antingen vara direkt eller uppskjuten. Handlingar inom IRE-
sekvensen som kan siigas tillhora kategorin direkt evaluering ir:

4 nirfrigorna forenklas successivt for eleverna

+ nir elevens svar inleder en ny IRE-sekvens

4 nir liraren direkt bekriiftar vad som ir riitt eller fel (kontroll av kunskap).
Evaluering som kan siigas tillhora kategorin uppskjuten evaluering ir:

4 nirfoljdfrigorna har karaktiren "hur” eller "varfor”

+ niir elever ombeds utveckla sitt resonemang och beskriva sina tankar

4 nir liraren latsas inte {6rstd for att eleven ska utveckla sina svar

+ niir evaluering av ritt eller fel gors till ett gemensamt ansvar i klassrummet.

En fullstindig lista kan av naturliga skil inte ges. Dessutom kan man inte med
sikerhet siiga att en viss evaluering alltid ger samma resultat eller samma effek-
teriett klassrum.

Det iir ocksa viktigt att poiingtera att den ena formen av evaluering inte ir
biittre in den andra. Bida formerna ir nddvindiga och det iir snarare en eventuell
obalans som kan skapa problem. I sjilva verket kan en éverdriven anviindning av
uppskjuten evaluering skapa situationer dir mindre viktiga passager i lektions-
flodet far alltfor stort utrymme pa bekostnad av det som iir centralt i lektionen.

Ldrarnas anvindning av ramverket

Tanken med ramverket var att utveckla ett gemensamt sprak for att diskutera
den problemlésningslektion som lirarna genomférde med sina elever. S sma-
ningom visade det sig att lirarna anviinde sig av begrepp frin ramverket iiven
i samband med den ordinarie undervisningen. Ramverket gav dem en 6kad
medvetenhet om hur de sjilva brukade agera i klassrummet i forhallande till
IRE-sekvensen och gav manga tillfillen till diskussion.

Den lektion som lirarna genomforde och sedan analyserade hade i for-
sta hand ett epistemologiskt syfte. Geogebra var tinkt som ett stdd i elever-
nas arbete med att formulera och virdera hypoteser i en problemldsnings-
process. Geogebra skulle anvindas for "empirisk validering” nir vil eleverna
hade arbetat fram méjliga strategier for att hitta en 16sning. Programmet skulle
alltsd anvindas for att kontrollera hypoteser men inte for att losa problemet. I
den givna situationen visade det sig att denna skillnad inte var tillricklig tyd-
lig. Skillnaden mellan att lita eleverna anvinda Geogebra for att validera sina
forslag till 16sningar och att lata dem anvinda Geogebra for att producera 16s-
ningar blev alltfor oklar.

Sma avvikelser frin lektionsplaneringen innebar att eleverna efter ett tag
anvinde Geogebra for att ta fram l6sningar, vilket gjorde att syftet med lek-
tionen forindrades. Programmet kom att anvindas av eleverna i férsta hand
for ett praktiskt syfte, medan det ursprungliga epistemologiska syftet att
involvera eleverna i att formulera och virdera hypoteser reducerades kraf-
tigt. Subtila beslut tagna i, si att siga, stundens hetta gjorde att Geogebra gav
direkt evaluering i termer av ritt eller fel samtidigt som arbetet {or eleverna
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forenklades kraftigt. Endast en elev protesterade med att siiga att det var "fus-
kigt” att anvinda Geogebra pa det sittet.

Lirarna kunde i efterhand, med hjilp ramverket, analysera inspelningar av
lektionen och se hur vissa beslut ledde till att Geogebra anvindes for direkt
evaluering. De kunde ocks3 sjilva foresld hur de skulle kunnat agera annor-
lundai situationen.

Sammanfattning

Lirare behover och vill ha tillgang till bra undervisningsexempel med digitala
verktyg, men samtidigt visar studien pa de svarigheter som finns d4 lirarna for-
soker anvinda firdiga eller halvfirdiga undervisningsexempel. Det visade sig
att lirarna hade svért for att anpassa sina befintliga metoder till den nya (hogst
krivande) situationen dir experimentella och utforskande aspekterna fick en
mer framtridande roll. De behovde tid och trining for att kunna stiilla om.

Lirarna sig en potential i de forindringar som Geogebra innebar. Till exem-
pel att storre fokus hamnar pa problemlésning, att eleverna sjilva kan gora
matematiska upptickter och att Geogebra kan 6ka eleverna intresse och enga-
gemang, De svarigheter som maste hanteras ir att Geogebra férindrar matema-
tiken och gor den mer experimentell, att eleverna litt engageras endast i brute-
force-procedurer och att Geogebra oavsiktligt forenklar uppgiften for eleverna.

Ytterligare en aspekt beror evalueringsfasen. Normalt anvinder en lirare
olika typer av evaluering, bade direkt och uppskjuten evaluering. Det gor inte
Geogebra. Programmet stiller aldrig pa eget initiativ frigan "Hur tinkte du?”.
Inte heller ber programmet eleven att utveckla ett resonemang eller motivera
en losning. Geogebra ger med andra ord ingen uppskjuten evaluering utan
endast direkt evaluering,

Andra digitala verktyg

Matematikprogram som Desmos, Matlab och Wolfram Alpha ger alla anvinda-
ren mojligheter till berikningskraft som iir viktigt for ett praktiskt syfte, men
som kan vara svarare att anvinda for ett epistemologiskt syfte. Responssystem
som till exempel Socrative, Kahoot och Mentimeter kan anvindas for att ge
snabb evaluering till eleven, men det kan vara viirt att tinka dver vilken evalu-
ering som ir limpligast i den specifika situationen, direkt eller uppskjuten eva-
luering. En annan resurs ir matematikuppgifter i olika digitala miljoer som till
exempel Khan Academy, matematikappar och spel. P4 vilket sitt éir de desig-
nade och vilken typ av evaluering kan de ge eleven? Vad man kan se idag ir
att manga av de digitala verktyg som finns ir underutvecklade i denna aspekt.
Direkt evaluering tenderar att dominera eftersom detta ir littare att imple-
mentera. An si linge kan inte de digitala verktygen 6vertriffa lirarens forméga
att, vid ritt tillfille, stilla fragan "Hur tinkte du?”.
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