Ingvill Merete Steday

Arbeta som en matematiker

Denna Oversatta och latt bearbetade artikel var publicerad i norska Tangenten
2019:4. Forfattaren beskriver positiva effekter och fordndrade beteenden
da elever far std i smagrupper vid whiteboardtavlor nar de arbetar med
matematisk problemldsning.

ustraliska universitet har sedan 1970-talet anvint det de kallar "white-

boarding”. Detinnebiir att de anvinder whiteboardtavlor som ett verk-

tyg i matematikundervisningen for att frimja mer kvalificerade reso-
nemang och utveckla samarbetsférmaga. Eleverna ska std i sma grupper vid
tavlorna som det gir att sudda pé och tillsammans [6sa matematiska problem.

Metoden anviinds sedan 1992 vid universitetet i Wollongong fér alla nyan-
tagna matematikstudenter. Dir finns sirskilda rum med whiteboardtavlor pa
alla viiggarna. Det har visat sig ha en stor betydelse for hur studenterna beter
sig, vilket dven medfor att ldrarnas roll och beteende skiljer sig fran traditio-
nell undervisning. Studenterna jobbar mer, ir mer engagerade, utvecklar god
samarbetsformaga, studerar varandras arbete, ber studiekamraterna om hjilp
istillet for att friga liraren och de delar idéer och losningar med varandra.
Studenterna behover inte lingre vinta pa hjilp frin liraren. Uttryckt pa ett
annat sitt: de tinker och arbetar som matematiker.

Klassrumskulturen dndras radikalt. Liraren star inte lingre framfor klassen
och behover inte hela tiden uppmuntra studenter som inte kommer iging med
arbetet. Liraren kan se vad alla arbetar med, hur lingt de har kommit och kan
ge stovd till hela klassen eller till enskilda grupper.

Peter Liljedahl ir en forskare frin Kanada som har gjort klassrumsstudier
dir elever pa hogstadiet och gymnasiet har arbetat pa olika sitt. Hans resul-
tat visar en mycket positiv effekt av att lita eleverna arbete stiendes vid lod-
rita ytor dir de har mojlighet att radera och gora indringar. Hans forskning
visar samma resultat som erfarenheterna frin universitetet i Australien. Det iir
viktigt att liraren ror sig runt i klassrummet, att borden star i olika riktningar
och att de inte star nira viggarna samt att uppgifterna presenteras muntligt for
eleverna. I en annan studie pekar Liljedahl pa fordelen med att slumpmiissigt
dela in eleverna i tillfilliga grupper med tre elever i varje grupp. Att stindigt
samarbeta med olika personer frimjar samarbetsférméigan och kunskapsutby-
tet mellan eleverna.

2014 blev 52 elever frin hogstadiet inbjudna till universitetet i Wollongong
for att vara med pa en "Work like a Mathematician”-dag. Eleverna blev under-
visade av matematikstudenter pd universitetet. Tva timmar skulle de arbeta
i ett klassrum med bord och tva timmar i ett whiteboardrum. Resultatet var
sldende. Eleverna och lirarna gav niistan uteslutande positiva utlitanden om
att whiteboarding var bist, trots att aktiviteten i rummet dir eleverna satt vid
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bord var sddan som elever brukar tycka ir rolig och engagerande, medan upp-
giften i whiteboardrummet var en rent matematisk problemldsningsuppgift.

De australiska forskarna fortsitter att studera detta siitt att undervisa och
nu har 4tta lokala skolor skaffat whiteboardrum. Resultaten hittills visar att
elevernas engagemang okar och att det frimjar matematiska resonemang och
fokuserat elevsamarbete. Fordelarna verkar gilla alla lirare och lirstilar, alla
arskurser och elever pa alla firdighetsnivaer.

Alan Schoenfeld har identifierat hur professionella matematiker skiljer sig
frin duktiga elever nir de hanterar problemlésning. Matematiker visar var-
andra hur de arbetar med problemen och hur de resonerar, de korrigerar sig
sjilva, gor skisser och informella anteckningar under l6sningsprocessens gang. I
en amerikansk undersokning genomférd av Marilyn Carlson och Irene Bloom
jaimfordes forskare i matematik med doktorander niir de holl pd med problem-
16sning. Det visade sig att det som karakteriserade alla matematiker var att nir
de hade genomfort berikningarna borjade de genast utvirdera resultaten och
kontrollera om de kunde vara riktiga. Hela tiden reflekterade de dver effekti-
viteten i sina metoder. De stillde sig frigor som "Kommer denna metod att ta
mig nidrmare en 16sning?” och ”Vad siiger detta mig?”. Denna sjilvkontroll, och
villigheten att ligga en metod at sidan och borja om pa nytt, var inte kinne-
tecknande for doktorandernas arbetssiitt.

For att elever ska lira sig att arbeta som matematiker blir lirarens roll extra
viktig. Liraren miste vara villig att ge eleverna tid utan att stéra, men samti-
digt uppmuntra uthillighet och ge stéd och tips om eleverna ger upp. Istillet
for att svara ja eller nej nir de fragar om de har fatt riitt svar, bor liraren hellre
stilla en motfriga som riktar in eleverna mot hur de sjilva kan bedéma om
svaret kan vara korrekt.

Tavlor till eleverna provas i norska klassrum

Hosten 2018 startade tio norska gymnasielirare sina specialiststudier i mate-
matik. Jag undervisade de erfarna lirarna i kursen "Lirande och undervisning i
matematik” som gick dver tva terminer. Redan pé forsta samlingen fick de prova
att arbeta med problemldsningsuppgifter stiendes vid tavlor och indelade i
slumpmiissigt ssmmansatta grupper. Erfarenheten var uteslutande positiv.

Under hela skolaret anvinde de sedan metoden med sina egna elever.
Forutom att anviinda tavlor till alla lade de stor vikt vid att gruppera eleverna
slumpmiissigt vid varje tillfille. De lyfte ocksd fram anvindningen av ramver-
ket fem undervisningspraktiker samt kommunikativa drag och utforskande frd-
gor vid planering och implementering av undervisningen. I texter dir lirarna
analyserar sin egen praktik beskriver de samma positiva effekter som fors-
karna. En av lrarna skrev:

Mina elever vill inte ha min hjdlp lingre! De tar sjilva reda pd det eller friga
ndgon annan grupp. Min roll som lirare har radikalt forindrats och eleverna
arbetar sjilvstindigt, mdalmedvetet och med stor uthdllighet.

Lirarna kunde ocksa beritta om elever som upplevde stunder nir de plotsligt
forstod en 1osning eller ett ssmmanhang, och hur detta gav eleverna ny tro pa
sin egen férméga och en mer positiv instillning till imnet. Detta liknar vad
Liljedahl i sin forskning kallar "AHA-6gonblicken”.
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Parallellt med att lirarna i kursen anviinde denna metod i sina klasser, samar-
betade jag med lirare i flera gymnasieskolor dir vi genomforde flera lektioner
med tonvikt pd utforskning och problemlésning.

Jag ska nu beskriva och analysera elevers arbete med en problemldsnings-
uppgift. Med problemldsningsuppgift menar jag hir att det inte finns nigon
uppenbar metod som eleverna ska vilja for att 18sa problemet och att de inte
har sett problemet tidigare. Uppgiften kan vidare karakteriseras som en LIST-
uppgift (lag ingdngstroskel, stor takhojd), det vill siga litt att komma igdng
med, alla kan komma fram till ett svar eller en del av ett svar och uppgiften kan
utokas eller generaliseras.

Kalle Kanin

Uppgiften Kalle Kanin ir himtad fran youcubed.org, utvecklad vid Stanford
Graduate School of Education.

Kalle Kanin ska hoppa i en trappa med tio steg. Han startar langst ner och
kan antingen hoppa ett eller tva steg at gangen. Han hoppar inte nerdt
igen. P& hur manga olika satt kan Kalle Kanin hoppa for att komma till top-
pen av trappan?

Uppgiften har anviints i flera klasser bade i grundskolan och gymnasieskolan.
Hir vill jag presentera och analysera arbetet och lésningarna frin tva mate-
matikgrupper pd gymnasiet, en studieférberedande (SI) och en praktiskt
yrkesinriktad (2PY). Eleverna delades slumpmiissiga in i smagrupper och fick
arbeta vid tavlor som hade satts upp pa viiggen. Jag var deltagande observator
i Sl-gruppen och lirare i 2PY-gruppen. Bida grupperna hade nyligen jobbat
med kombinatorik, binomialkoefficienter och Pascals triangel. Jag har dven
observerat och undervisat samma uppgift i andra gymnasieklasser dir den
storsta skillnaden i val av metod var att dessa inte hade arbetat med kombina-
toriska problem dir binomialkoefficienter hade inforts. De hade endast erfa-
renhet av att rikna systematiskt pa olika sitt. Det bor ocksd nimnas att samma
problem har anviints med stor framging av mina kollegor pd Matematikcentret
i Trondheim, bide i motsvarande svenska grundskolans arskurs 1 och ars-
kurs 5. Systematiska metoder av olika slag anvindes ocksd av nigra av grup-
pernaiSloch 2PY. Jag ska nu nirmare beskriva nigra losningar fran nagra olika
elevgrupper.

Grupp 1

Den forsta gruppens tavla visar att eleverna har tinkt att det
hir 4r kombinatorik och att de nyss har lirt sig det. De soker
en metod som de kiinner till sedan tidigare och de provar om
Pascals triangel kan vara anviindbar. Detta ir ganska typiskt
for elever som ir vana vid att 16sa uppgifter genom att ater-
kalla formler och metoder som de redan kinner till. De har
inte utvecklat fédrmagan att mota nya problem utan tror att
de borde kunna anvinda en kind metod.

Eleverna far ingen hjilp av Pascals triangel, men gruppen
ger inte upp utan férsoker med en annan metod. De férsoker
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kombinera informationen i uppgiften och resonera logiskt kring talen for att
"gtra ndgot med talen”, vilket ger ett ganska rimligt resultat.

Den hiir gruppen kan inte forklara eller bevisa varfor denna metod bor ge ett
korrekt resultat. Det som gor dem bekvima med sitt resultat ir att de faktiskt
anser att svaret ir korrekt. Vad de har baserat sitt argument pa ir att Kalle kan
ha de olika kombinationerna av enkla och dubbla hopp som de har skrivit lingst
ner till hoger pé tavlan. Detta ir helt korrekt, men de har inte sett hur de kan
anviinda det for att hitta alla kombinationer.

Eleverna i den hiir gruppen visar till en viss grad att de ir goda problemls-
sare, de ir bade uthalliga och prévar en ny metod nir den forsta inte fungerar,
och nir de har kommit fram till ett svar bedomer de svarets rimlighet.

Grupp 2

Nista grupp provade forst att anviinda binomialkoeffcienter men lyckades inte
l6sa uppgiften. Efter lite diskussioner och dverliggning med en annan grupp
kom de pa att de kunde anvinda metoden "titta pd ett enklare problem” for att
undersoka om ett monster skulle visa sig.

De gjorde en stor tabell, dir forsta kolumnen
visar antalet steg som Kalle har hoppat och niista
antalet siitt han kan komma till toppen. Systemet
med prickar och linjer ir en notation for enkla
och dubbla hopp och hur de kan kombineras for
att fa riitt antal steg. Niir de nadde sjiitte steget pa
trappan hade de formulerat en hypotes som fick
dem att forvinta sig 13 mojligheter. De kinde
inte till Fibonaccitalen, men de sdg att genom
att utdka med ett steg skulle antalet mojligheter
vara summan av de tva foregiende.

Efter en stund hade de hittat 12 majligheter.
De var inte ndjda med det och borjade leta efter
fler. De 6vervigde om hypotesen kanske inte
stimde. Plotsligt sdg de att de hade forbisett moj-
ligheten de skrev med blitt, nimligen ett dub-
belhopp forst och sedan fyra enkelhopp. Saledes
var de ganska overtygade. De sokte vid steg 7,
hittade 21 alternativ och fyllde sedan i resten av
tabellen. Losningen var att det fanns 89 mojlig-
heter. Jag utmanade dem att bevisa, eller argu-
mentera for, varfor detta var ritt svar. Men det
var forst nir en annan grupp som anvint samma
metod gav sin forklaring som de forstod. Jag tar
inte med den gruppens tavla utan kommenterar
istillet en annan tavla med ett liknande resone-
mang som presenterades av en elevgrupp i 2PY.
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Grupp 3

Nista tavla tillhor alltsd en grupp med tre flickor fran 2PY. Efter att ha forsokte
hitta alla méjliga kombinationer f6r Kalles hopp i trappan med tio steg hade
de faktiskt gett upp. Det blev si rorigt och osystematiskt att de slutade for-

soka och stod bara och tittade pa de andra. Jag tinkte att
denna grupp behovde ett tips som kunde motivera dem
attforsokaigen. Tipset de fick var att forsokamed ett steg,
tvé steg, tre steg och si vidare i trappan. Gruppen bor-
jade om med stor iver. Resultatet av deras arbete syns pa
de bida tavlorna till hoger. Den sortens stéttning ligger
helt i linje med Liljedahls slutsatser att:

Elevernas engagemang bor stimuleras och uppritthdllas
med hjdlp av ldrarnas kloka och anvindbara tips.

Den roda texten i bilden lyder: "Den kan max hoppa 2
eller 1steg till trappan. De 2 tidigare steg/sitten for att fa
nista steg!” Den texten hor ihop med den ursprungliga
uppgiften dir Kalle kan hoppa ett eller tva steg it gingen.
Berikningarna till den 16sningen #r skrivna med blatt pa
den andra tavlan.

D4 flickorna kom till det sjitte steget var de dverty-
gade om att det fanns 13 mojligheter. De sig monstret i
Fibonaccifoliden (som de inte tidigare hade hort talas
om) och skrev upp talen till och med steg 10. De har skri-
vet upp algoritmen med ord formulerat som "De 2 tidi-
gare steg/sitten for att {3 nista steg”. P4 frigan varfor det
var sd och om de var sikra svarade de efter lite prat att for
att komma till steg 6 maste Kalle antingen komma till
steg 4 eller steg 5, sa antalet mojligheter for steg 6 maste
vara summan av mdjligheterna for att komma till steg 4
och 5. D4 kunde de litt se att or att hitta mojligheterna
att komma till ett visst steg miste de sammanfatta moj-
ligheterna i vart och ett av de tva foregiende stegen. Nu
var de klara fér nya utmaningar och fick en utokning av
uppgiften:

Vad hénder om Kalle ocksd lyckas hoppa tre steg at
gangen?

Flickorna loste ganska snabbt den nya uppgiften. De
skrev med bla penna pa den forsta tavlan: "De 3 tidigare
steg/sitten for att fa niista steg”. De satte forst upp moj-
ligheten for ett trestegshopp pa en trappa med 3 steg och
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direfter var det bara att fylla pa. De var helt sikra pa att det fanns 274 olika
vigar att komma till toppen av trestegstrappan med enkla, dubbla eller tre-
dubbla hopp. Nir de forklarade detta for klassen var alla eniga om att det maste

vara ritt — och alla forstod varfor.
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Grupp 4

Gruppen som arbetade vid den sista tavla jag tagit med har introducerat
en speciell notation till hoger pa tavlan. De borjade med att lista hur ménga
dubbla och enkla hopp Kalle kunde ta for att komma till toppen av trappan
med tio steg. De skrev:
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Nir de forklarade vad de menade sa de att exponenterna visade hur méinga
tva-hopp och ett-hopp Kalle kunde anvinda. Strecket var inte ett minus utan
ett tankestreck. Efter likhetstecknet skrev de antal mojligheter. D4 en annan
grupp kommenterade att notationen egentligen betydde nigot helt annat hiv-
dade de att det inte spelade nigon roll, bara de férklarade vad de menade. De
fyllde snabbt i resultaten 1,15,9 och 1 efter likhetstecknen.

Vi ser pa tavlan att de har listat mjligheten med tva dubbla och sex enkla
hopp. Genom att jimféra med en annan grupp insig de att de hade missat
en mdjlighet och skrev in 28, utan att de tog reda pa vilken de hade missat.
Glappet i deras system syns i den sist inramade kombinationsraden diir de har
fatt med kombinationen 11112121 och 11111212 men missat 1111 2112.

De kiimpade ocksd med att dokumentera att det finns 35 méjligheter med
tre dubbla och fyra enkla hopp. Nir flickorna forklarade varfor det var totalt
89 tinkte de att antalet de saknade miste vara 35. De insig ocksa att deras
metod for upprikning fungerade, men att de inte hade hittat ett ménster som
de kunde anviinda sig av.
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Tavlornas betydelse

Undervisningsuppligget kinnetecknades av att eleverna indelades slump-
missigt i tillfilliga grupper s att nya elevkonstellationer skapades varje ging.
Eleverna arbetade tillsammans vid tavlor for att 16sa ett for dem okint mate-
matiskt problem och de uppmuntrades att soka rad frin andra grupper om de
fastnade. Eleverna var entrigna och arbetade si linge liraren inte avbrot for
gemensam genomging. De anviinde olika relevanta problemldsningsstrategier,
avvisade metoder som inte fungerade och bérjade sedan om igen.

Jag vill pipeka nigra saker som skiljer elevernas beteende fran beteenden
jag har observerat i klasser dir eleverna sitter vid bord. Nir elever som star
vid en tavla ges uppgiften muntligt ir de mycket koncentrerade och anteck-
nar omedelbart viktig information eller ritar en figur. Det #r sliende hur alla
elever i gruppen deltar i l6sningsprocessen och de ivrigt diskuterar olika 16s-
ningsstrategier och om de iir pa riitt viig. Alla skriver pa tavlorna niridéer dyker
upp. Eleverna vigar ta chanser och om problemet dr okint for alla dr det nistan
omdjligt att sirskilja olika elevers kunskapsniva forrin de har kommit lingt i
losningsprocessen.

Nigot annat som iir viktigt att notera dr att grupperna tar rad frin varandra.
Detta kan forklaras av att det ir littare att rora sig runt bland de andra grup-
perna, men ocksa att eleverna bara kan vinda sig om och se de andra elever-
nas l6sningar. De kan dé enkelt avgéra om de tror att det ir 16nt att friga nigon
annan grupp.

Nir eleverna har fitt insikt i andra gruppers arbete under l6sningsproces-
sen verkar det ocksd som om de har stdrre utbyte av presentationerna i slutet
av lektionen. Liraren bor noga vilja ordningen pa gruppresentationerna s att
kunskapsutbytet blir optimalt for alla elever. I den hiir fasen miirks ocksa att
eleverna blir bittre p4 att stilla frigor till sina kamrater for att be dem klargdra
vad de menar och logiken bakom de metoder de valt.

Dessa exempel bekriftar resultaten fran forskning som visar att enkla orga-
nisatoriska grepp kan gora stor skillnad i motivation, uthallighet, samarbetskli-
mat och problemldsningsfirdigheter hos eleverna.
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