Anders Mansson

Minus av minus

Numera dr vi sd vana vid minustecknet att manga inte ténker pd att det har
olika men nérliggande betydelser i matematiken. Minustecknet anvands pa
tre olika sétt: som en symbol for subtraktion, for att indikera en additiv invers
och for att beteckna ett negativt tal. Den hér artikeln gar ndrmare in pa varfor
minustecknet anvands i dessa olika betydelser.

en unik additiv invers. Det betyder att det till varje tal b finns ett och

endast ett tal som uppfyller b+_=0. Talet som uppfyller denna ekva-
tion betecknar matematiker med -b, men av pedagogiska skil ska vi till en bor-
jan istillet anvinda beteckningen 5.

Till varje tal b finns det alltsd ett unikt tal &for vilken det giller att b+5=0.
Eftersom addition dr kommutativt giller dirmed ocksd att b+b=0, dvs den
additiva inversen till 5r b. Da den additiva inversen till 5 betecknas b giller det
saledes att:

P ] atematiker antar att talen ir si beskaffade att det till varje tal finns

o)

=b

LAt -1,-2,-3, -4, ... vara de additiva inverserna till de naturliga talen1,2,3 4, ... Det
innebir till exempel att 2+(-2)=0, samt att 2=-2 och -2=2. Talen 1, 2,3, 4, ... kall-
las de positiva talen och -1,-2,-3, -4, ... kallas de negativa talen. Varfor de kallas for
positiva och negativa kommer vi tillbaka till. Notera att 0 =0, och att 0 ir varken
ett positivt eller negativt tal.

Eftersom vi har att 2 =-2 ir det onddigt att anviinda tva olika beteckningar.
For tillfillet viljer vi att anviinda beteckningen ~1 bada fallen. Symbolen ™ far
dirmed tva olika roller. Den indikerar alltid en additiv invers till ett tal, men
om den additiva inversen iir invers till ett positivt tal, betecknar den samtidigt
ett negativt tal.

Vi kan visualisera addition som rorelser lings en tallinje. Additionen 5+2
innebir att vi fran talet 5flyttar 2 steg till hoger pa tallinjen. Eftersom

542=3+2+2=3+0=3

innebir additionen 5+ 2 att vi flyttar fran 5 till 3, dvs 2 steg till viinster p4 tallin-
jen. Att addera ett positivt tal innebir alltsa rorelse till hoger pa tallinjen och
addition av ett negativt tal innebiir rorelse till viinster pa tallinjen.

5+2 5+2

Y

\
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Var pa tallinjen aterfinns T, 2,3,4,..2 Da exempelvis 4 = 0+4 fir vi 4 genom att
fran 0 flytta 4 steg till viinster pa tallinjen. De negativa talen ir dirfor placerade
pé tallinjen somi figuren nedan, dvs de positiva och negativa talen ir varandras
spegelbilderi talet 0.

| | |
| | | | | | | |
32 7

0 1 2 3 4
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Jamfor vi additionen 5+2 = 3med subtraktionen 5-2=3, ser vi att addera med 2
ger samma resultat som att subtrahera med 2. Matematiker viljer ocksa att defi-
niera subtraktion med ett tal b som addition med talets additiva invers .

def ~
a-b=a+b @]
Genom att definiera subtraktion pd det viset blir det samtidigt mojligt att

begreppet subtraktion utvidgas till fallet da b ir storre én a, och till fallet da
aeller bir ett negativt tal. Ett exempel pa det forsta fallet ir:

2-3=2+3=1

Subtraktion med talet 3 motsvarar allts att flytta 3 steg till viinster pa tallinjen.
Ett exempel pa det andra fallet ir:

2-3-243=243=5

Subtraktion med det negativa talet 3 motsvarar allts3 att flytta 3 steg till higer
pa tallinjen.

Anvandning av additiva inverser

Finns det situationer i verkligheten som kan modelleras med additiva inverser?
Ja, till exempel ekonomiska transaktioner, temperatur, elektrisk laddning och
position. Vi ska se pa exemplet med ekonomiska transaktioner, diir vi represen-
terar inkomster med talen 1,2,3, ... och utgifter med deras additiva inverser 1,2,
3,... Talet 0 iir sin egen additiva invers och den representerar bide en inkomst
och en utgift (pd ingenting). Nedan ges exempel p4 ekonomiska transaktioner
och deras matematiska representation.

I ekonomiska termer ir tva transaktioner likvirdiga om de har ssamma effekt
pé totalsumman. Det ir inte alltid sjilvklart for elever eftersom ”att ta bort en
utgift” kan forefalla som att ingen utbetalning iger rum och ingen forindring
av kassan sker, medan "att addera en inkomst” intuitivt innebir att man far mer
pengar. Inkomster och utgifter i det hiir ssmmanhanget behover alltsd ses som
delar i en mer omfattande budget, alltsd snarare som planerade inkomster och
utgifter.
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1. En utgift pa 2 kr och en inkomst pa 3 kr ar likvardigt med en inkomst pa 1 kr.
2+3=1
2. Att ta bort en inkomst pa 3 kr &r likvardigt med att addera en utgift pa 3 kr.
a-3=a+3
3. Att ta bort en utgift pa 3 kr ar likvardigt med att addera en inkomst pa 3 kr.
a-3=a+3

4.Till en utgift pa 3 kr behover viaddera en inkomst pa 3 kr for att det ska vara
likvardigt med en inkomst pa 0 kr.

3+3=0

Notera att fall nummer 4 ocksa skulle kunna skrivas som att 3 + 3 =0, vil-
ket innebir att det ir ett exempel pa 3 =3, eller mer generellt b=b. Om b ir en
inkomst dr b en lika stor utgift, och om b ir en utgift dr b en lika stor inkomst.
Exempelvis giller att:

b=2—b=

N

b=3 -b=72=2

Vi har dirmed sett att additiva inverser kan anviindas for att modellera till
exempel ekonomiska transaktioner. Det iir en forklaring till varfor additiva
inverser ar intressanta.

Den underforstadda nollan

Men varfor anvinder matematiker ett minustecken for att beteckna en additiv
invers? Varfor anvinds samma tecken som man anvinder for att beteckna en
subtraktion? For att ge en motivering till varfor de gor det, sitter vi a=0i defi-
nitionen (*), som dirmed blir:

0-b=0+b=b

det vill siga:
b=0-b

Detiir kanske frestande att plocka bort nollan hiir, men det ir inte tillitet efter-
som minustecknet betyder subtraktion och niir vi subtraherar maste vi alltid
subtrahera fran nigot. Subtraktion ir en operation som kriver tva tal, nimli-
gen ett tal att subtrahera frin och ett tal att subtrahera med. Additiv invers ir
en operation som endast kriver ett tal, nimligen det tal vi vill bestimma den
additiva inversen till.

Vad vidiremot kan gora dr att underforsté nollani0-boch dirmed uttrycka
det kortare som —b. D3 behover vi vara medvetna om att —b egentligen betyder
0-b. Att b =0-b, eller att b = —b om man underforstir nollan, antyder att en
naturlig beteckning for en additiv invers vore — b eller -b. Fran och med nu kom-
mer vi dirfor att anvinda beteckningen -b istillet for 5. Talen 1,2,3 4,... blir
dirmed -1, -2, -3, -4, ..., vilket forklarar varfor vi valde att kalla dem negativa tal.
Dirmed har vi motiverat varfor vi anvinder minustecken som beteckning for
savil subtraktion som {6r en additiv invers och for negativa tal.
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Vi kan nu svara pa frigan varfér "minus av minus blir plus”, dvs varfor -(-b)=b.
Det féljer direkt av att vi byter beteckning for additiv invers fran b till -b, for da
blir b =b till -(-b) =b. Det skulle kunna skrivas --b=b, men det ir standard att siitta
ut en parantes hir for att tydliggora att det férsta minustecknet verkar pa -b.
Matematiskt sett innebir regeln -(-b)=b att den additiva inversen till en addi-
tiv invers av ett tal ir samma som det ursprungliga talet. Om tal representerar
inkomster och utgifter, gér ett minustecken framfor ett tal att en inkomst blir
tillen lika stor utgift och att en utgift blir till en lika stor inkomst. [ ekonomiska
termer innebir dirfor regeln -(-b)=b att tva sddana forindringar dr samma sak
som att ingen forindring alls sker. Till exempel ir

-(-10kn)=10kr och -(-(-10 kr)) =-10 kr.

Svarigheter med regeln "tva minus blir plus”

Att beteckna subtraktion och negativa tal med samma tecken goér matemati-
ken enklare och enhetligare. Men man doljer samtidigt principiella skillnader
mellan minustecknen i betydelserna subtraktion, additativ invers och negativt
tal, vilket kan leda till forvirring och missuppfattningar. Exempelvis dr pasta-
endet "tvd minus blir plus” tvetydigt. Jimfor till exempel betydelsen av de tva
minustecknen i féljande tre fall:

(5)=5

10-(-5)=10+5
(2)-(:3)=6.
I de tre fallen ”blir tvd minus till plus”, men av olika anledningar:

1. Tdetforstafallet ir -(-5) det tal som uppfyller (-5)+_=0 enligt definitionen
pi additiv invers. Talet 5uppfyller denna ekvation, vilket innebir att
(:5)=5.

2. Tsubtraktionen 10— (-5) giiller per definition att 10— (-5) =10+ (-(-5)), eftersom
subtraktion definieras som addition av den additiva inversen. Skillnaden
mellan detta fall och det féregiende fallet ir att det foregiende bara
inbegriper operationen additiv invers, medan detta fall inbegriper bade
operationen subtraktion och operationen additiv invers.

3. Det tredje fallet, (-2)-(-3)=6, iir av en annan typ in de tva forsta fallen,
for dir ir det frigan om multiplikation av tv negativa tal. Anledningen
till att - - — = + finns forklarat i en tidigare artikel i foregiende nummer
av Nidmmnaren. LAt oss hiir bara kort siga att den ir en helt annan in
anledningarna till de tvd andra ovan nimnda fallen.
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Ett annat exempel pd en missuppfattning ir att en mdjlig tolkning av regeln
-(-b)=b ir "att subtrahera en utgift ir samma som att en addera en inkomst”.
Det iir inte helt korrekt, for regeln -(-b)=b iir samma som regeln b =b och i denna
regel ingdr inte subtraktion, utan bara operationen additiv invers. Regeln "att
subtrahera en utgift ir samma som att addera en inkomst” ir istillet en moj-
lig tolkning av likheten a—b =a+b. Denna likhet ir densamma som definitio-
nen av subtraktion (*) men uttryckt pa en alternativ form som vi fir genom att
sitta in b pa bis plats. Anvinder man minustecken bade som beteckning for
subtraktion och for additiv invers, blir denna likhet a—(-b)=a+b. Hir star alltsa
det férsta minustecknet for subtraktion och det andra minustecknet for addi-
tiv invers. I denna likhet motsvaras —(-b) symboliskt sett av +b, vilket inte ir
detsamma som regeln -(-b) =b.
Det hjilper inte heller att siitta a=01i likheten a—(-b)=a +b, som d4 blir:

0-(-b)=0+b=b,det vill siiga: 0—(-b)=b.

Eftersom det forsta minustecknet i likheten star for subtraktion gar det inte att
ta bort nollan, sa inte heller denna likhet iir identisk med regeln -(-b) =b.
Missuppfattningen att en mdjlig tolkning av regeln -(-b)=b ir "att subtra-
hera en utgift ir samma som en addera en inkomst” ir dock mindre allvarlig
eftersom de tva olika betydelserna av ett minustecken ir nirbesliktade och
den principiella skillnaden mellan dem ir subtil. Ibland kan man dirfor tillata
sig sjilv att vara nagot inexakt nir man motiverar rikneregler, da korrekthet
inte ir det enda relevanta kriteriet pd en bra motivering for elever. Ofta 4r det
viktigare att fi fram en poiing och ge eleverna en intuitiv férstaelse. Diremot iir
det bra om liraren sjilv har en djupare forstaelse for hur det faktiskt ligger till.
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