Larartankar

med Henrik Petersson

Kontinuitet

Begreppet kontinuitet ir svart. Det yttrar sig bland annat genom felaktiga
pastdenden kring begreppet i etablerade liromedel for gymnasiet. Vi hittar
dir utsagor som:

+ rationella funktioner ir i regel inte kontinuerliga (Origo, kurs 3¢)
4 diskreta funktioner ir aldrig kontinuerliga (Matematik 5000, kurs 3¢).

I sjilva verket iir alla savil diskreta som rationella funktioner kontinuerliga.

I den kommande kursplanerevideringen for gymnasiet har man 16st své-
righeterna” kring kontinuitet genom att helt enkelt ta bort begreppet expli-
cit. Detta ir, i mina 6gon, mycket olyckligt. Vi riskerar att fa elever som borjar
matematikintensiva utbildningar och aldrig har hort talas om kontinuitet. For
en matematiker ir kontinuitet ett mer centralt begrepp in exempelvis derivata,
di det forra ir en hérnsten inom i princip alla omraden i matematiken. Det ér i
sigen mirklig ordning att introducera derivata utan att ta viigen om kontinuitet.

Jag vill belysa, och reda ut, ndgra missuppfattningar angiende kontinuitet.
Jag kommer ocks3 att peka pa nigra centrala tillimpningar av begreppet och
dirigenom visa pé dess vikt.

Varfor gar det galet?

En anledning till att resonemangen kring kontinuitet manga ginger blir felak-
tiga dr att man inte utgar frin definitionen, utan istillet tar man fasta p4 fol-
jande globala tolkning;

En kontinuerlig funktion dr en funktion vars graf man kan rita utan att lyfta
pennan.

Problemet med denna vaga forklaring ir, for det forsta, att den dr global, medan
kontinuitet i sjilva verket ir ett lokalt begrepp — man utgar fran kontinuitet i
en punkt. Fér det andra "stimmer” beskrivningen bara da definitionsmingden
ir ssmmanhingande, det vill siga ett intervall. Beskrivningen fungerar dérfor
exempelvis inte for rationella funktioner s =22 dir polynomet g i nimnaren
har nollstillen, sasom &) ==. P4 samma sitt kan den informella definitionen
ovan av kontinuitet inte tillimpas pa diskreta funktioner, d4 deras definitions-

miingd inte ens innehéller intervall.

Definitionen av kontinuitet

Kontinuitet kan definieras p4 lite olika sitt. Begreppet ir inte begrinsat till
funktioner mellan reella tal, utan ir viildefinierat fér funktioner f: A — B mel-
lan godtyckliga miingder A och B foérsedda med si kallade topologier (man talar
om topologiska rum). For funktioner mellan metriska rum, vilket ir topolo-
giska rum vars topologi ir definierat utifrin en metrik, kan kontinuitet defi-
nieras pa foljande sitt:
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Definition: Lat a vara en punkt i definitionsmingden for f. D4 siigs f vara
kontinuerlig i x=a da lim f(x,) =f(a) giller for varje talfolid (x,) i D, sidan att
limx =a. o

Denna definition ir giltig f6r de funktioner vi méter i gymnasiematematiken,
det vill siiga for funktioner f: A — R diir A ir antingen hela R eller en delmiingd
av de reella talen R. Notera hur definitionen ir lokalt betingad, vi har nu:

Definition: En funktion fir kontinuerlig di den ir kontinuerlig i varje punkt
i sin definitionsmingd.

Lét oss nu visa pa hur rationella och diskreta funktioner ir kontinuerliga.

Diskreta funktioner dr kontinuerliga

Betrakta exempelvis funktionen f:{1,2} >R, vars definitionsmingd alltsi
bestér av punkternax=1och x=2, och dir f{1) =1samt f{2) = 2. Detta iir en dis-
kret funktion, grafen bestdr av tvd punkter, se figur 1. Vi kan naturligtvis inte
rita grafen utan att lyfta pennan, men funktionen ir som vi ska se

. kontinuerlig. Lt (x,) vara en folid i D, sidan att x —1 (dd n—eo).
Eftersom definitionsméngden ir diskret, innebér detta att x =1for

alla tillrickligt stora n. Foljaktligen &r fix )=£(1) for alla tillrickligt
stora n, varpa det trivialt giller att f{x ) — f(1) dd n — eo. Enligt defi-
nitionen av kontinuitet ir fkontinuerlig i x =1, och p4 samma siitt dr

» [fkontinuerlig i x=2, s f ir kontinuerlig. Med samma resonemang

0

1

t foljer det att alla diskreta funktioner ir kontinuerliga. (En funktion

Figur 1. Grafen foren  fsigs varadiskret dd varje punkt x=aiD kan omges av ett intervall
diskret funktion. sdattx=a drenda punkten iintervallet som tillhér D)

Rationella funktioner dr kontinuerliga

Betrakta nu den rationella funktionen f(x) -1 , vars definitionsmingd bestar
av alla reella tal utom x=0. Funktionens graf ir illustrerad i figur 2. Vi kan inte
rita grafen dver x =0 utan att lyfta pennan, men funktionen ir trots
detta kontinuerlig. Den kritiska punkten, betriffande kontinuitet,
(kan man tycka) ir x=0. Men denna punkt ingar inte i definitions-
mingden, varfor det (per definition) ir inte har nigon mening att

tala om kontinuitetipunktenifriga. Med andra ord ir fkontinuerlig
iallasina punkteriD,, si far kontinuerlig. Med samma resonemang
foljer det att alla rationella funktioner 4r kontinuerliga. (En rationell
funktion dr en funktion fsom definieras av en kvot av tvd polynom

Figur 2. Grafen foren — f(x)= 20 gr definitionsmingden bestar av hela R férutom even-

rationell funktion.
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q0) ’
tuella nollstillen till q.)

Varfor ar begreppet viktigt?

Lt oss nu peka pd nidgra sammanhang dir kontinuitet kommer in som ett
verktyg. Forst lite beteckningar. Det slutna begrinsade intervallet bestiende
av tal x sddana att a <x <b betecknar vi [a,b]. Motsvarande 6ppna intervall, dir
indpunkterna x =a och x=b inte ingir, betecknas (a, b).




A. Om fir kontinuerlig p [a,b] sd antar fvilket virde mellan f(a) och f{b) som
helst, i ndgon punkt pa [, ).

Satsen, som kallas satsen om mellanliggande virden, innebir att om f{a) och f(b)
har olika tecken, si har fminst ett nollstille pa intervallet. Satsen kan allts till-
limpas foratt visa pd existens av rotter till en ekvation. Som exempel far vi argu-
ment for att ekvationen x’=x+1 har en rot i intervallet [1,2]. Ekvationen kan
niamligen skrivas f{x) =0 dir f ir den kontinuerliga funktionen f(x)=x’-x—1.
Vihar nuatt f(2) =5 medan f{1) =-1, varpé f{x,) = 0 for nagot x, i intervallet [1, 2]

Notera att for den rationella (och kontinuerliga) funktionen f{x)=+ giller
att f(1) och f{-1) har olika tecken, men f saknar nollstillen mellan x=-1och x =1.
Detta motsiger inte satsen ovan, for den kriver att f ir kontinuerlig (och dir-
med definierad) pa hela intervallet[-1,1].

B. Om fir kontinuerlig pd intervallet [a, b] sd antar fsivil ett storsta som ett
minsta virde pa[a,b].

Satsen innebir, tillsammans med satsen om mellanliggande virden, att viirde-
mingden for en kontinuerlig funktion med en definitionsmingd [a, b], ocksa ir
ett slutet begrinsat intervall [¢, d]. (Vikten av motsvarigheten till detta, for all-
minna kontinuerliga funktioner mellan vilka topologiska rum som helst, kan
inte nog understrykas.)

Enviktig konsekvens av satsen ir foljande. Antagatt visoker ett storsta och/
eller ett minsta virde for en funktion f pa [a,b], som ir kontinuerlig pa detta
intervall samt deriverbar pé (a,b). Vi vet di att ett maximum/minimum antas,
och vi vet dven att dessa extremvirden maste antas i antingen indpunkterna
x=a,bellerien stationir punkt, det vill siga en punkt x=s dir f(s) =0. Genom
attvinu vet att maximum/minimum verkligen antas, ricker det att undersoka/
jaimfora funktionsvirdena f(a), A(b), f(s) diir s [6per dver alla stationiira punkter i
(a,b). Vi behover alltsd inte blanda in teckenstudium eller pd annat sitt under-
soka f kring de stationiira punkterna. Optimering pa slutna begriinsade inter-
vall blir med andra ord relativt oproblematiskt.

C. Antag att fir kontinuerligi x = a, dir x =a ir en inre punkti
definitionsmingden. Om f{a) > 0 sd ir f(x) > 0 pa ett helt intervall kring
punktenx=a.

Detta, som iir en direkt foljd av definitionen, ligger till grund for exempelvis
andraderivatatestet:

Om f(a)=0 och f’(a) >0, diir f”ir kontinuerlig i ett intervall kring x=a,
sd ir x = a en lokal minimipunkt for f.

Villkoret att f”(a) > 0 ger, genom att f” ir kontinuerlig kring x=a, att f” ir posi-
tiv i ett helt intervall kring x=a. Det innebir att f" ir stringt vixande i detta
intervall. Eftersom nu f'(a) =0 maéste f’ ha teckenvixlingen — O + dver x=a, sd
x=air en lokal minimipunkt.

D. Eftersom kontinuitet bygger pa grinsvirdesbegreppet, kan kontinuitet
iven tillimpas vid grinsvirdesberikningar. Om fir kontinuerligix=a
giller, per definition, att lim f{(x) =f(a).

Lat oss illustlrera hur detta kan anvindas. Definitionen av talet e ger att
e=lim (14+x)r . Betrakta nu grinsvirdet lim “¢% Detta betraktas som ett
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standardgrinsvirde, allts ett centralt grinsvirde for vidare berikningar, och
vi ska dterkomma till dess betydelse. Vi ska berikna det med ett kontinuitets-
resonemang, Logaritmlagarna ger att

@ =@+ 07 =7 (@ +27)

dir f(x)=Inx. Eftersom nu f ir kontinuerlig (speciellt i punkten x=¢) och
(1 + 03> e ddx—0, giller att
@:f((1+x)}c) > fle)=lne=1
dax—0. In(1+0)
Resultatet lim — =1 dr en hornsten vid hirledningen av derivatan av
fx)=Inx.Fora> >0och litet giller nimligen att

In(a + h) —lna_ln( :h) _1n(1+%) _1In(1+x)
h T h TR Ta x
dir x=h/a. Eftersom nu x—0 di h—0 drar vi slutsatsen att funktionen
f)=Inxir deriverbar i vilken punkt x=a i D,som helst och f'(a) = 1/a.

Hur ska komplexa begrepp hanteras i undervisningen?

Jag tror inte att man ska vara ridd att nirma sig (mer) formella definitioner i
gymnasieundervisningen. Att kunna ta till sig begrepp och definitioner ir
mycket centralt for fortsatta studier i matematik. Dirmed inte sagt att man
inte ska forenkla och presentera tolkningar, men det ir viktigt att visa pa vad
utsagor och begrepp bottnar i. Jag har ovan pekat pa hur informella beskriv-
ningar, i syfte att forenkla, kan leda till missférstand och oklarheter. Det ir lite
av matematikens signum att vi hiller oss till otvetydiga definitioner, som jag
dven skrev om i Namnarenartikeln Om begreppet begrepp. De senaste &ren har
jag arbetat med att ta fram ett alternativ till den befintliga gymnasielitteratu-
ren, en bokserie for kurserna 3c och 4, dir jag iir lite mer stringent med defini-
tioner och satsformuleringar.
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